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  پيشگفتار
ها به مرور ها با پيشرفت روز افزون قدرت رايانههاي عددي در حل مسائل مكانيك سازهكاربرد روش

 هاي اين عدم درك عميق و صحيح از بنيان. رانده است حاشيههاي سنتي و دستي را به كاربرد روش
هاي عددي روش بيندر . كننده شوداهتواند سبب كاربرد نادرست و لذا منجر به نتايج گمرها ميروش

موجود شايد بتوان ادعا نمود كه روش اجزاء محدود با توجه به گستره كاربرد، بيشترين توجه را جهت حل 
كه اينك اين روش به عنوان يك واحد طوري هب. مسائل مكانيك جامدات به خود اختصاص داده است

كيد بر اصل أعموماً كتب اجزاء محدود به جهت ت. ي دارداجايگاه ويژه طدرسي استاندارد در علوم مرتب
خصوص دانشجويان تحصيلات همندان باي را نداشته و علاقهمجال پرداختن به اصول اوليه و پايه ،روش

اين مجلد پاسخي به . را ندارند )شكل ضعيف( تكميلي درك صحيحي از نحوه كاربرد معادلات انتگرالي پايه
هاي انرژي در مكانيك جامدات قابل طالب اين كتاب به عنوان مرجع واحد درسي روشم. باشدنياز فوق مي

هاي مهندسي سازه، مكانيك هوا و فضا هاي سال آخر كارشناسي و تحصيلات تكميلي رشتههتدريس در دور
وه نح. استفهم مطالب كتاب نيازمند اطلاعاتي در حد رياضيات پايه، استاتيك و مقاومت مصالح . باشدمي

لاعات لازم را از فصول اوليه به مرور آموخته و تا انتهاي خوانندگان اطاي است كه ارائه مطالب كتاب به گونه
لي كه بتواند به ئدر طول ارائه هر فصل مسا. گيرندترين مطالب مرتبط با موضوع فوق فرا ميآن از پيشرفته

مسائلي جهت درك  آن نيزدر انتهاي . در حد امكان گنجانده شده استدرك بيشتر مطالب كمك نمايد 
عدم نياز به كتب جانبي جهت فهم مطالب اين . استتر و تبحر لازم در كاربرد اصول معرفي شده عميق

تري از طلاعات وسيعامطمئناً سرعت يادگيري دانشجوياني كه . باشدهاي آن ميكتاب از ديگر ويژگي
  . باشند، بيشتر خواهد بودمي تئوري الاستيسيته و مكانيك محيط پيوسته دارا
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آنها  ي بهو فصول بعدي پاسخ بودهاي بر مسائل مطرح در مكانيك به عنوان ديباچه اين كتاب فصل اول
، ضعيف و تغييراتي همراه با )قوي(ديفرانسيلي سه قالب بيان مسائل مكانيك جامدات شامل شكل . باشدمي

نمودارهاي  درل و نحوه تبديل آنها به يكديگر اشكااين  روابط بين. ه استديمطرح گردمربوطه  هايمثال
 نمايش و شده مطرحدر فصل دوم، معادلات پايه در قالب شكل قوي . گردشي توضيح داده شده است

حركت و شرايط مرزي و روابط بين آنها به عنوان زبان اصلي معادلات پايه معرفي  ،تانسوري معادلات تعادل
ه دبيان ش خمش تيرهاصل به جهت نمونه، كاربرد معادلات فوق در حل مسئله در انتهاي اين ف. اندشده
اين اصول يكي از مهمترين در مكانيك جامدات . گرددمياصول حساب تغييرات در فصل سوم معرفي . است

سعي گرديده كه اصول ارائه شده تا حد امكان . هستندلعكس اابزارها براي تبديل شكل ضعيف به قوي و ب
هاي عددي چون اي بر روشمسائل كه مقدمه حل تقريبي شكل قوي. ائل كاربردي را پوشش دهندكليه مس

روش همچنين . فاقد شبكه در فصل چهارم گنجانده شده استروش هاي مرزي و ، المانمحدود روش اجزاء
اري از كتب لات پايه روش اجزاء محدود در بسيدمعا دهپديد آوردنمبناي دار كه به عنوان مانده وزنباقي

ضعيف معادلات پايه و اصول كار  شكل. شود، در اين فصل به صورت كامل تبيين شده استاستفاده مي
در دو  ،تيرالمان چون  يكاربرد اصول كار مجازي در حل مسائل. شده است مطرحمجازي در فصل پنجم 

   اين فصل يكي از مهمترين و . انددر اين فصل معرفي شده طور كامله شكل نيرويي و جابجايي ب
 كه درك عميق آن آمادگي لازم در خواننده را براي نوآوري و استترين فصول در اين كتاب كاربردي

هاي سنتي اربرد عملي فصل پنجم در حل مسائل تحليل سازه به روشك. آوردكاربردهاي جديد فراهم مي
نخواهد  وارد عدم مطالعه اين فصل خللي در ادامه فراگيري فصول بعدي. ستدر فصل ششم آورده شده ا

            مجازي در  و كارنحوه ارائه معادلات انرژي . گرددبخش پيشرفته كتاب از فصل هفتم آغاز مي. كرد
كاربرد روش انرژي در الاستيسيته تراكم ناپذير و . شده است گنجاندههاي بزرگ در فصل هفتم شكل تغيير

نهم  در فصول هشتم و گرددمي حل بسياري از مسائل مهندسي منجربه نحوه حل معادلات پواسون كه 
اي در حل و كاهش درجه جايگاه ويژهاز حل تركيبي مسائل نيرويي و جابجايي به تازگي . ارائه شده است

حل مسئله ورق در فصل . شوداين مهم در فصل دهم دنبال مي. استپايه برخوردار شده پيوستگي معادلات 
د با وارد نمودن اثر نتوانمي اين فصلدر  شدهمعرفي روابط  .باشدمي فصول ارائه شده يازدهم كاربردي از

روش اجزاء محدود در صور  ،جهت حسن ختام. دنحل مسائل پوسته تعميم داده شوبه  نيروهاي غشايي 
در  ،شده در فصول قبليبيان  نحوه كاربرد مطالب  فرمول سازي شده و به عنوان ،موجود در كتب مختلف

بديل فهم معادلات ارائه شده در اين كتاب كه جبر تانسوري ابزار بي از آنجا. شده است مطرحاين فصل 
                         . اندآن در پيوست انتهاي كتاب معرفي شدههاي كاربرد تكنيك و اصول ،است

در مكانيك جامدات كه توسط  هاي انرژيهاي اجزاء محدود و روشروشهاي ارزشمند در كلاسحضور 
      ارائه افشاني و دكتر اصغر نثير در دانشگاه صنعتي شريف اساتيد ارجمندم آقايان دكتر علي اكبر گل

ساز علاقه اينجانب به شيوه بيان و تسلط اين عزيزان زمينه. گرديد، انگيزه تهيه چنين مجلدي شدمي
دانم مراتب تشكر و قدرداني خالصانه خود را از زحمات آن در اينجا لازم مي. فوق را فراهم نمودمباحث 

  . نمايم عزيزان ابراز
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كه زحمات زيادي در ويرايش و ترتيب  دكتر مجتبي لزگي نظرگاهآقاي از جناب  دانمميدر انتها لازم 
تشكر و ، اندهبود كيفيت ارائه مطالب داشتنقش بارزي در بهخود اعمال نظرات با و  ارائه مطالب كشيده

نين از شماري از دانشجويان دوره دكتري سازه دانشكده عمران دانشگاه صنعتي خواجه چهم. قدرداني نمايم
فر، رحماني و ، ناصريلامعكوثريه،  فر، خجسته ها سلطاني و عجمي و آقاياننصيرالدين طوسي چون خانم

   تشكر  ،اندكمك و همياري نمودهاينجانب را خود لب و ارائه نقطه نظرات بازخواني مطابا  كه ورمرزيار 
 .سپاسگزارمنمودند نيز  تهيهكه با سليقه خاص خود طرح روي جلد را سركار خانم ماهيني از  .نمايممي

  

                                                                                   شتي اولد بهرام بهسي  
            1390 زمستان                   
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   فصل

  كليات
  
 

  هاهاي انرژي و حساب تغييرات در تحليل سازهكاربرد روش -1- 1
 ك جامداتيمكاندر  2و حساب تغييرات 1هاي انرژيروشكاربردهاي هدف از اين كتاب معرفي و تبيين 

تحليل به منظور معادلات پايه نقش اساسي را در ايجاد ها اين روشكه بيش از يك قرن است . باشد مي
در  ود، نماً حل شويد مستقنتوانيممعادلات ديفرانسيل حاكم  يخاص طيشرادر . كنندايفا مييك سازه مكان
 يبرا يعدد يهار به استفاده از روشيناگزحل مسائل مهندسي بزرگ و پيچيده  موارد درديگر از  ياريبس

چون اجزاء  يعدد هايروش بسياري ازاساس شايان ذكر است كه . ميباشيفوق م  ديفرانسيل حل معادلات
مفاهيم، محققين را در ابداع اين لذا درك . استاستوار  تغييراتحساب انرژي و هاي محدود بر پايه روش

   كليه معادلات تعادل و سازگاري  اساساً. نمايد هاي جديد و كاربردهاي خاص كمك و ياري ميروش
 ياريها كه در بسم آنيكاربرد مستق يجاهذا بل. باشنديمجابجايي داراي يك تعبير معادل انرژي  ـش نكر

بهره  هامعادل آن يتوان از روش انرژي، مباشدز همراه يبا خطا نيا ممكن است از مسائل مشكل بوده و 
    مجهول  يبراساس پارامترها عبارت تابعييا سازي يك تابع  حداقلدر حقيقت اصول تغييرات . جست

  . باشديم

                                                 
1  Energy method 
 2 Variational calculus  
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 و اوليه BC(1( شرايط مرزي ،ليه خصوصيات ذاتي مسئله چون معادلات حاكمكدر اعمال اين فرآيند 
)IC(2 گرددارضاء مي 3هاو محدوديت.  

در اين بسياري از مسائل حل ها آن است كه  هاي تغييرات در مكانيك سازهعلت كاربرد وسيع روش
بسياري از مسائل كه توسط  عدر واق .شوديميك تابع ) بيشينه يا كمينه( 4سترممكن اتياف منجر به ،شاخه

ز ينتغييرات حساب تر، از طريق روش  به روش ساده ،گردند حل مي) يعني قوانين نيوتن(برداري   كانيكم
 پيچيدهقوي براي حل تقريبي مسائل بغرنج و  روشتغييرات يك  حساببر اين، علاوه . باشند قابل حل مي

  .باشد ميمكانيك 
  
  فرآيند حل مسائل مكانيك -2- 1

و ) عددي(تئوري، كاربردي، محاسباتي  يعني كلي دستهبه چهار را مسائل مكانيك توان كلي مي طور هب
  .نمودبندي آزمايشگاهي تقسيم
  . كار دارد كه بتواند منجر به مقادير دقيق گردد و با قوانين پايه و آن دسته از اصولي سرمكانيك تئوري 

هاي رياضي از ر كاربردهاي مهندسي و علوم با ساخت مدلاين معلومات تئوري را د مكانيك كاربردي
  .نمايدوقايع فيزيكي تبديل مي
هاي عددي توسط رايانه كه اصطلاحاً روش وهاي رياضي مدل با تركيبمسائل را  مكانيك محاسباتي

  . كندسازي عددي نام دارد، حل ميشبيه
 اند،شدهسازي عددي تبيين ياضي و شبيههاي رقوانين فيزيكي را كه توسط مدل مكانيك آزمايشگاهي

  . نمايداي اثبات ميتوسط تست مشاهده
فرآيند محاسباتي شامل سه مرحله . اي استمكانيك محاسباتي اساساًً يك مقوله بين رشته

سازي به مدل رياضي نيز موسوم است كه در واقع شكل رياضي آلايده. و حل است مجزاسازيسازي،  آل ايده
 ، شكل ضعيف٥)SF(كلي، شكل قوي  بنديتقسيمفرآيند مجزاسازي بر پايه سه . يكي استسيستم فيز

)WF(و شكل تغييراتي ٦ )VF(هاي محدود هاي تفاضلتوسط روش ٧)FDM(8  و اجزاء محدود)FEM(9 
  .نشان داده شده است 1-1فرآيند فوق در شكل. يابدانجام مي
و شكل ) WF( ، شكل ضعيف)SF(شكل قوي هاي رياضي روابط بين سه شماي مدل 2-1شكل
  .شوندطور خلاصه سه شكل فوق توضيح داده مي به در ذيل . گذاردرا به نمايش مي) VF( تغييراتي

شامل يك سيستم معادلات ديفرانسيل اوليه يا جزئي در فضا هندسي و يا زمان به  ):SF(شكل قوي 
  .يابدبه معادلات جبري كاهش مي به ندرت اين شكل. باشدهمراه شرايط مرزي مناسب مي

  دار انتگرالي است كه شكل قوي را به يك محدوده با شرايطشامل يك معادله وزن ):WF(شكل ضعيف 
                                                 
 1 Boundary Conditions 
 2 Initial Conditions 

3 Constraint conditions 
4 Extermum 
5 Strong Form 
6 Weak Form 
7 Variational Form 
8 Finite Difference Method 
9 Finite Element Method 
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دار، معادلات وارياسيون، معادلات گالركين مانده وزندر مدارك علمي معادلات باقي. كندمتوسط تبديل مي
  .باشندل ضعيف مياشكاو عبارات انتگرالي جزء 

شامل عبارت تابعي است كه با ايستا نمودن آن اشكال ضعيف و قوي حاصل  ):VF(شكل تغييراتي
  .گردند مي

سيستم فيزيكي مدل رياضي مدل مجزا حل سيستم مجزا

ايده آل سازي مجزا سازي حل

WF

VF

SF FDM

FEM

FEM

خطا حل

خطا حل+ مجزا سازي + مدل سازي 

خطا حل+ مجزا سازي 

SF =شكل قوي
WF =شكل ضعيف
VF =شكل تغييراتي

  
  فرآيند عددي در حل يك مسئله مكانيك .1-1شكل 

  
ها و قوانيني است كه با اعمال آن يك شكل حساب تغييرات شامل تكنيك خلاصه بايد گفت كهبه طور 

  .شودبه شكل ديگر تبديل مي
 

SF

VF

WF

تضعيف روابط  
مورد نظر

مسئله  
معكوس همگن نمودن تغييرات و 

انتگرال گيري

به صورت تغييرات اعمال 
نقطه به نقطه  

اعمال تغييرات و 
همگن سازي

  
  SF،WF ،VFهاي روابط ميان شكل. 2-1 لشك

 
  .باشدهاي زير ممكن مينشان داده است، انتقال 3-1طور كه در شكل همان

                                                                       

  و برعكس WFبه  SF از  
 SFبه  VFو از  WFبه  VFاز 
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هاي زير در انتقال. باشدت استاندارد ميهاي يك حساب تغييرادو انتقال آخر يكي از مهمترين بخش
  .هميشه ممكن نيست) 1SVC(چارچوب يك حساب تغييرات استاندارد 

  
 
  

 

بايد به اين نكته اذعان داشت . باشدبه مسئله معكوس در حساب تغييرات موسوم مي VFبه   SFگذر از
در اين . دارد ممكن نيستكه در حالت كلي حل مسئله فوق با استفاده از اصول حساب تغييرات استان

  .ممكن است امكان پذير باشد) NSVC(شرايط حل مسئله با اعمال حساب تغييرات غير استاندارد 
 

SF

VF

WF

معمولاً در قالب 
SVC  ممكن

نيست
معمولاً در قالب 

SVC  ممكن
هميشه ممكن نيست

است

هميشه ممكن 
است

هميشه ممكن 
  است

  VFو SF ، WF امكان انتقال ميان .3-1شكل 
  

كه چرا علاقمنديم كه از اشكال ضعيف و تغييراتي  ستا باشد آنسؤال اساسي كه در اينجا مطرح مي
  .فوق باشند پرسشعلل ذيل ممكن است جوابي براي . يك استفاده نماييمجهت حل مسائل مكان

 ، همه مشخصات يك سيستم مدل شده شامل معادلات ميداني، شرايطVFعبارت تابعي : شكل اسكالري) 1
 VFكند، از آنجا كه اسكالر نسبت به انتقال مختصات تغيير نمي. گيردميمرزي و قوانين ساختاري را در بر 

  .سازدخودكار انتقال ميان مختصات مختلف را ممكن ميطور  به
2 (VF  وWF باشدخصوص در فرآيند اجزاء محدود ميه هاي مجزاسازي باي براي روشپايه .  
3 (VF  و به مقدار كمترWF  به طور مستقيم مشخصات مقادير مورد علاقه دانشمندان و مهندسين را بيان

  . اند، اشاره نمودرم، مومنتوم و انرژي كه در قوانين بقاء شركت داده شدهتوان به جطور مثال مي هب. كنندمي
4 (VF كندطور سيستماتيك در يك طرح مجزاسازي وارد مي هشرايط مرزي خارجي بين سطوح را ب.  
5( VF گذاردميرايي حل عددي و غيره را به نمايش كاربرد قوي از كنترل پايداري، محدوده خطا، همگ.  

هاي مسائل بسيار بغرنج بايد هنوز به روش. باشداي نميمسئله ساده VFو يا  WFبه  SF انتقال يك
هاي رياضي پيوسته توسط مدل. باشدهاي تقريبي، مجزاسازي ميماهيت همه روش. تقريبي حل گردند

SF ،WF  ياVF تعدادبه ند توانميآنها ، با اعمال فرآيند مجزاسازي. گردندبا بينهايت درجه آزادي بيان مي 
  . شوندمحدود معادلات جبري كه در يك زمان منطقي حل گردند، تبديل 

                                                 
1 Standard variational calculus  

  VFبه  SF از 
 VFبه  WFاز 
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  .دنباشداراي يك كلاس طبيعي از فرآيند مجزاسازي مي VFو  SF ،WFهر فرم 
جايگزين در اين روش تفاضل مقادير . است) FDM(، روش تفاضلات محدود SFكلاس مجزاسازي طبيعي 

مناسب ت توليد و برنامه نويسي در يك دامنه و شرايط مرزي منظم ساده اين كلاس جه. گردندمشتقات مي
 FDM اعمال. باشدميمواجه  مشكلبا كلي  و فرضي و هندسيدر شرايط مرزي  در مقابل، اعمال آن. است

. و تعميم آنها به نقاط ديگر هميشه ممكن نيست گرددميحل تقريبي در نقاط شبكه  فقط سببمعمولي 
هاي گالركين، آنها به زيركلاس. است WRM(1(مانده وزني روش باقي WFطبيعي براي  كلاس مجزاسازي

جز در ترتيب، ه ب. شوندد و حداقل مربعات تقسيم ميترتيب، زيردامنه، حجم محدو ،ـ گالركين پترو
، روش توابع سعي و FDM  برخلاف .باشندموسوم مينيز هاي فوق به روش توابع سعي و خطايي زيركلاس

بر روي ) FEM(با توسعه روش اجزاء محدود . سازنداي ممكن ميطايي، جواب تقريبي را براي هر نقطهخ
كلاس . مرتفع گرديد شد،انجام ميدستي ها كه محدوديت دقت اين روش ،كامپيوترهاي پر سرعت

عي و چه به لحاظ تاريخي اين اولين روش س اگر .RRM(2( روش رايلي ـ ريتز است VFمجزاسازي براي 
روش اجزاء محدود . باشدمانده وزني گالركين ميي در حقيقت يك زيركلاس روش باقيخطايي است، ول

 RRMهاي كامپيوتري براساس ترين روشتوسعه داده شد و بدين ترتيب يكي از قوي مجراابتدا در اين 
تواند به عنوان مي FDM همانند FEMبيان شود لذا  WFتواند در قالب از آنجا كه همه مسائل مي. گرديد

فقط محدود شود، در اين صورت  RRMدر زيركلاس  FEM البته اگر. انگاشته شود كليروش تقريبي 
   .دهدرا نشان مي WFو  SF ،VFمجزاسازي بر پايه  هايروش 4- 1شكل . متكي باشد VF برتواند  مي

 

SF

VF

WF
گالركين-
ترتيب-
مربعاتحداقل -
زيردامنه-

روش اجزاء 
محدود

روش رايلي ريتز

روش تفاضلات  
محدود

روش باقي مانده  
  وزن دار

  هاي تقريب عدديبه عنوان منبع روش VF وSF ، WF اشكال .4-1شكل 
  

  : شودكار برده ميههاي فوق براي حل مسائل مكانيك بدر حال حاضر تركيبي از روش
  براي سيال  FDM براي سازه و  FEM: ـ اندركنش سازه ـ سيال1
  در زمان FDM و هندسي يدر فضاFEM : ـ ديناميك سازه2
   صورت تحليلي در جهات فضايي و بقيه به) FDM يا( FEMشامل كاربرد : هاي نيمه تحليليـ روش3
  . بنا شود FEMهاي با تركيبي از ايده WFوVF ـ طرح تفاضل محدود ممكن است براساس4

                                                 
1 Weighted Residual Method 
2 Rayleigh-Ritz Method 




