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پیش گفتار

در بلکه ریاضیات، در نه تنها گذشته سده در ریاضی، دانش از شاخه ای عنوان به مجرد جبر

در گروه ها مفهوم کاربرد از می توان مثال برای است. کرده ایفا به سزا نقشی نیز علوم سایر پیشبرد

نظریه در تکواره ها مفهوم رمز نگاری، و کد گذاری نظریه در متناهی میدان های شیمی، و فیزیک

نقش ایفا گر ریاضی دانش از شاخه این علوم، دیگر در جبر نقش بر افزون برد. نام و... اتوماتا

و است بوده نیز ریاضی دانش مختلف شاخه های بین آمیختگی ایجاد در گذار اثر رابط یک

آمار اعداد، جبری نظریه جبری، هندسه مانند ریاضیات در جدیدی شاخه های آفرینش موجبات

است.  شده ... و جبری

ریاضیات رشته کارشناسی دوره آموزشی برنامه «جبر» درس فصل سر اساس بر حاضر کتاب

بتواند که امید این با است، یافته نگارش جبر عظیم دنیای بر آمدی در به عنوان و کاربردها و

پیوست یک همراه فصل هفت بر مشتمل کتاب باشد. دانش این به ورود در کوتاه مقدمه ای

هفت و شش پنج، فصول در که می پردازد مرتبط مفاهیم و حلقه ها معرفی به نخست فصل است.

مثال های همراه به مجموعه یک روی گروه یک عمل مفهوم معرف دوم فصل شد. خواهد استفاده

بیان شامل کتاب سوم فصل است. جبر و هندسه و خطی جبر در مفهوم این کاربرد از مختلف

در کتاب ختام حسن عنوان به چهار فصل .در قضیه ها ست این کاربردهای برخی و سیلو قضایای

فصل در است. شده ارائه آنها خواص برخی به همراه پوچ توان و حل پذیر گروه های گروه ها، نظریه

شکافنده میدان های بیان برای میدان یک روی چند جمله ای ها قسمتی خارج حلقه کتاب، پنج

و رسیده انجام به تجزیه دامنه های مورد در مختصر بحثی شش فصل در است. شده معرفی

میدان های و میدان توسیع قبل،میدان ، فصل سه از بر آیندی به عنوان هفت فصل در سر انجام

است. گردیده معرفی شکافنده

اینکه: دانشجو، با سخنی

بیان تفصیل به را فکر ضوابط مفید ترین بتواند که نداریم سراغ کلی قواعدی ما »



پیشگفتار ٢

جای به نبود. سودمند چندان بود، ممکن هم قواعدی چنین بیان اگر حتی کند.

را قواعد این شخص که آن است بهتر نظری، جنبه از تفکر صحیح قواعد دانستن

آماده فطری و آنی استفاده برای که نحوی به کند، جذب خود خون و گوشت در

فکر در تمرین است مفید واقعاً آنچه تفکر، قدرت تربیت برای بنابراین، باشند.

کلمات از بیشتر مراتب به را شخص مبارز طلب مسائل مستقل حل است. کردن

زیانی قدم اولین عنوان به چه اگر می کند، یاری می آید آنها دنبال به که کوتاهی

سگو و پولیا نمی شود.» او متوجه آنها از

شده طرح مسائل نقادانه کنجکاوی به کردن، فکر تمرین برای که می شود توصیه ازاین روی

آنها حل در ریاضی دانش با را خود ایده های خلاقانه به طور و پرداخته کتاب از فصل هر آخر در

می آمیزد. در بوم با را رنگ ها که نقاشی مانند و احساس با را واژه ها که شاعری به سان درآمیزید،

. اندیشیدن هنر است، هنر خود ریاضی که چرا

نکردن، اصلاح را آن و کردن اشتباه که مضمون این با دارد سخنی کنفوسیوس آخر، کلام

این خطا ها ی که بود خواهم اندیشمندانی سپاسگزار ازاین روی دیگراست، اشتباهی منزله به خود

گمارد. همت آنها تصحیح بر نویسنده تا نمایند یادآوری را نوشته

قلندرزاده شعبان

طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه

ghalandarzadeh@kntu.ac.ir
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1
حلقه ها

ابتدا پرداخت. خواهیم حلقه  ها یعنی کتاب اصلی موضوعات از یکی معرفی به فصل این در

را آنها خواص بعضی ادامه در و ارائه حلقه  ها از مهم مثال چند سپس و کرده تعریف را حلقه

خواهیم هستند، صحیح حوز ه   های که حلقه  ها از مهمی کلاس بررسی به سپس کرد. خواهیم ثابت

باره در هم چنین و آن با مرتبط مفاهیم و حلقه یک ایده آل های مورد در سرانجام پرداخت.

کرد. خواهیم بیان مطالبی حلقه  ها همومورفیسم

مهم خواص و مثال ها ١ . ١

به طور معمول که -Rروی عمل دو با Rهمراه مانند ناتهی مجموعه یک حلقه یک .١ . ١ . ١ تعریف

صادقند: زیر اصول در که است - می  شوند نامیده ضرب و جمع

+a؛ b= b+a ،a,b ∈R هر برای (R١)

+a)؛ b)+ c= a+(b+ c) ،a,b,c ∈R هر برای (R٢)

+a؛ ٠ = ٠ +a= a ،a ∈R هر برای که به گونه ای است، موجود ٠ ∈R عنصر (R٣)

a+(−a)؛ = (−a)+a= ٠ به طوری که: است، موجود −a∈R ،a∈R هر برای (R۴)

a)؛ · b) · c= a · (b · c) ،a,b,c ∈R هر برای (R۵)

a؛ · ١ = ١ ·a= a ،a ∈R هر برای به طوری که است، موجود R از ١ عنصر (R۶)

.(a+ b) · c= a · c+ b · c و a · (b+ c) = a · b+a · c ،R عضو a,b,c هر برای (R٧)



جبری۴ ساختارهای

معمولا .a · b = b ·a باشیم داشته a,b ∈ R هر برای هرگاه نامیم، جابجایی را R حلقه

از کنیم اشاره نیز R حلقه به به خواهیم وقتی ضرب و جمع عمل دو همانی عناصر نمایش در

کرد. خواهیم  استفاده ١ و ٠ به جای ١R و ٠R نمادهای

یک را R در این  صورت کرد. حذف حلقه خواص از را (R۶) خاصیت می  توان موارد بعضی

یکدار حلقه یک را R آنگاه باشد برقرار (R۶) اگر ولی می نامند ضرب همانی عنصر بدون حلقه

صادقند. (R۶) در حلقه  ها همه که است این بر فرض کتاب این در که است ذکر به لازم می  نامند.

یک (R,+) که می  کنند بیان (R۴) تا (R١) خواص می  شوند. فرض یکدار حلقه ها همه یعنی

است. تکواره یک (R,.) که است مطلب این بیانگر (R۶) و (R۵) خواص است. آبلی گروه

نیز ٠R مشابه به طور است. منحصر به فرد حلقه ١R یعنی ضرب عمل همانی عضو بنابراین

است. فرد به منحصر

ضرب و جمع با C مجموعه و معمولی ضرب و جمع با R و Q ،Z مجموعه های .١ . ١ مثال

صحیح اعداد وضرب جمع عمل با ٢Z مجموعه و بوده یکدار و جابجایی حلقه  های مختلط اعداد

است. ضرب همانی عضو فاقد جابجایی حلقه یک

.Zn = {٠̄, ١̄, · · · ,n− ١} کنید فرض و باشد مثبت صحیح عدد یک n کنید فرض .١ . ٢ مثال

شکل به که n پیمانه به ضرب و جمع با Zn مجموعه آنگاه

a
⊗
b= n بر a · b تقسیم مانده

.a
⊕
b= n بر a+ b تقسیم مانده

است. جابجایی حلقه یک می شود تعریف

باشند. Q عضو درایه های با n×n ماتریس  های مجموعه Mn(Q) کنید فرض .١ . ٣ مثال

،n ≥ ٢ برای که است بدیهی  و است حلقه یک ماتریس  ها ضرب و جمع با Mn(Q) آنگاه

و جمع با نیز Mn(R) آنگاه باشد، حلقه یک R اگر کلی حالت در نیست. جابجایی Mn(Q)

است. حلقه یک ماتریس  ها ضرب



حلقه ها . ١ ۵فصل

دهید: قرار باشد. حلقه یک R کنید فرض چند جمله  ای ها) (حلقه .۴ . ١ مثال

R[x] = {a٠ +a١x+ · · ·+amx
m | a٠, · · · ,am ∈R,m ∈ N}

an و R در ضرائب با چندجمله  ای یک را مجموعه این عضو هر بود. خواهد مجهول یک x که

را چندجمله  ای باشد، ١R مساوی پیشرو جمله ضریب هرگاه و می  نامند پیشرو جمله ضریب را

عناصر ضرب چنین وهم چندجمله  ای یک جملات بین جمع که است ذکر به لازم می نامند. تکین

است. صوری x مجهول در R از ai

که می  کنیم تعریف زیر شکل به را چندجمله  ای ها ضرب و جمع ، R[x]تساوی مجموعه روی

q(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m و p(x) = a٠ +a١x+ · · ·+anx

n چندجمله ای های

.ai = bi ،i≥ ٠ هر برای اگر فقط و اگر هستند مساوی

.ai = bi ،٠ ≤ i≤ n هر برای و m = n که کند می ایجاب p(x) = q(x) ازاین روی

جملاتی می توان n ≥ m هر گاه که است ذکر قابل نکته این چندجمله  ای ها جمع تعریف از قبل

نکته به توجه با حال کرد. اضافه q(x) چندجمله  ای  به bm+١ = · · · = bn = ٠ آنها در که

آنگاه ،s=Max(m,n) اگر شده اشاره

p(x)+ q(x) =
s∑
i=٠

(ai+ bi)xi = (a٠ + b٠)+(a١ + b١)x+ · · ·+(as+ bs)xs.

و R حلقه جمع عمل همان پرانتزها از کدام هر داخل جمع عمل که کرد بیان را نکته این باید

است. صوری پرانتزها بین جمع عمل

می  کنیم: تعریف را چندجمله  ای دو ضرب عمل حال

p(x) · q(x) = c٠ + c١x+ · · ·+ ctx
t,

ck = akb٠ +ak−١b١ + · · ·+a١bk−١ +a٠bk =
k∑
i=٠

aibk−i,

.٠ ≤ k ≤ t≤m+n هر برای



جبری۶ ساختارهای

باشد، جابجایی و یکدار حلقه یک R اگر که است این کرد، ذکر باید ضرورت به که نکته  ای

می کنیم. بیان زیر لم شکل به را مطلب این پس است. چنین نیز R[x]

یکدار و جابجایی حلقه یک R[x] آنگاه باشد، جابجایی و یکدار حلقه  ای R اگر .١ . ١ . ١ لم

.١R[x] = ١R به علاوه و است

آبلی گروه یک چندجمله ای ها جمع عمل تحت R[x] که می دهیم نشان نخست گام در اثبات.

هم چنین است. جمع عمل همانی عنصر f(x) = ٠ چند جمله ای که دید می توان سادگی به است.

به که −p(x) چندجمله ای ،p(x) = ∑n
i=٠aix

i مانند چندجمله ای هر برای که است بدیهی

p(x) جمعی وارون می شود، تعریف −p(x) = −∑n
i=٠aix

i = ∑n
i=٠(−ai)xi شکل

جمع تعریف از جمع عمل به نسبت مجموعه این عناصر شرکت پذیری و جابجایی بود. خواهد

شرکت پذیری اثبات برای می آید. دست به R حلقه شرکت پذیری و جابجایی و چندجمله ای ها

کنید فرض ضرب عمل

p(x) =
m∑
i=٠

aix
i, q(x) =

n∑
i=٠

bix
i, r(x) =

p∑
i=٠

cix
i.

بنابراین

[p(x)q(x)]r(x) =
[(

m∑
i=٠

aix
i

)(
n∑
i=٠

bix
i

)]( p∑
i=٠

cix
i

)

=

m+n∑
i=٠

 i∑
j=٠

ajbi−j

xi
( p∑

i=٠
cix

i

)

=
m+n+p∑
i=٠

 i∑
j=٠

 j∑
k=٠

akbj−k

ci−j
xi

=
m+n+p∑
i=٠

 ∑
j+k+l=i

ajbkcl

xi
=

m+n+p∑
i=٠

 i∑
j=٠

aj

 i−j∑
k=٠

bkci−j−k

xi



حلقه ها . ١ ٧فصل

=
(
m∑
i=٠

aix
i

)n+p∑
i=٠

 i∑
j=٠

bjci−j

xi


=
(
m∑
i=٠

aix
i

)[(
n∑
i=٠

bix

)( p∑
i=٠

cix
i

)]
= p(x)[q(x)r(x)].

به عنوان و است اثبات قابل مشابه روش به چندجمله ای ها ضرب توزیع پذیری و جابجایی خواص

می شود. واگذار محاسباتی تمرین یک

محاسبه برای مثال، به  عنوان می  نامند. R حلقه روی چندجمله ای های حلقه را R[x] حلقه

داریم: Z٣[x] چند جمله  ای  های حلقه در چند جمله  ای  ها ضرب

(x+ ٣(١ = (x+ ١)(x+ ١)(x+ ١) = (x٢ + ٢x+ ١)(x+ ١)

= x٣ + ٣x٢ + ٣x+ ١ = x٣ + ١.

.٣ ≡ ٠ (mod ٣) داریم Z٣ حلقه در زیرا

که است بر این فرض چندجمله  ای ها ضرب در کنیم بیان که است مهم مطلب این هم چنین

.a ·x= x ·a ،a ∈R هر برای

گرفت. خواهد قرار بررسی و بحث مورد دقیق تر به طور پنج فصل در چندجمله  ای  ها حلقه

f :X → R توابع همه مجموعه F (X,R) و ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .۵ . ١ مثال

یک زیر در شده تعریف نقطه  ای ضرب و جمع عمل با F (X,R) که داد نشان می  توان باشد.

است: یکدار حلقه

(f ·g)(a) = f(a) ·g(a), a ∈X

(f +g)(a) = f(a)+g(a), a ∈X.

1 :X → R تابع و a ∈X هر برای 0(a) = ٠R ضابطه با 0 :X → R تابع که است بدیهی 

خواهندبود. حلقه این ضرب و جمع عمل همانی عناصر a∈X هر برای 1(a) = ١R ضابطه با


