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پیش گفتار

حساب کشف از پس و است بوده اقلیدسی هندسه باستان، عهد ریاضیات در کشف بزرگترین یقین، به طور
حساب کرد. پیدا بیشتری نمود اقلیدسی هندسه اهمیت بعد، سال هزار دو از بیش یعنی انتگرال، و دیفرانسیل
لایب نیتز ویلیام گوتفرید و انگلستان در نیوتن ایزاک توسط هفدهم قرن در مستقل به طور انتگرال و دیفرانسیل
آمده به دست حدودی تا یونانیان و ایرانیان توسط مسایل از بسیاری پاسخ اینکه با شد. پایه گذاری آلمان در
در مطرح شده علمی مشکلات رفع برای اهمیت اول درجه در انتگرال و دیفرانسیل حساب مباحث اما بود،

شدند. عنوان هفدهم قرن

اولین است. بوده خاص توجه مورد انتگرال و دیفرانسیل حساب تکاملی سیر در مسئله چهار عام به طور
زمان از تابعی عنوان به طی شده مسافت برای فرمولی داشتن با متحرک جسم شتاب و سرعت یافتن مسئله،
از تابعی عنوان به متحرک جسم شتاب داشتن با طی شده مسافت و سرعت یافتن چگونگی برعکس، و است
هفدهم قرن در دانشمندان که مشکلی و بوده مطرح حرکت مطالعات درحوزه مسئله این است. نظر مورد زمان،

بود. دیگر لحظه به لحظه ای از متحرک جسم شتاب و سرعت محاسبه و یافتن بودند مواجه آن با

و است آن محاسبه شیوۀ دیگری و لحظه ای سرعت دقیق تعریف یکی می شود مطرح اینجا که مسئله ای دو
یافتن برعکس، داد. پاسخ انتگرال و دیفرانسیل حساب مفاهیم از استفاده با می توان را سؤالات این دوی هر
زمان در را لحظه هر در سرعت نمی توان است. مشکلات همین دارای نیز سرعت دانستن با طی شده مسافت
و دیفرانسیل حساب در است. متفاوت لحظه به لحظه سرعت زیرا آورد به دست را طی شده مسافت تا کرد ضرب
چگونگی آن، بر علاوه است. شده کشف نیوتن توسط که می شود ارائه لحظه ای سرعت محاسبه روش انتگرال،

می آید. به دست سرعت تابع داشتن با طی شده مسافت یافتن

مسئله این حل به علاقه بود. منحنی یک به مماس خط یافتن هفدهم، قرن در مطرح شده مسئله دومین
جمله از دیگر علوم در کاربردهایی اما است، هندسی مماس ها مسئله که آن با است. خواسته چند از ناشی
و نیوتن هویگنس، فرما، توجه مورد شدیداً که دارد اُپتیک مباحث در عام به طور و عدسی ها و لنزها طراحی
لنز به نور پرتو برخورد زاویه دانستن به نیاز لنز، یک از نور عبور مطالعه برای بود. زمان آن دانشمندان دیگر

می شود. مطرح مماس خط یافتن مسئله که است اینجا در و کرد استفاده انکسار قانون از بتوان تا بود

مسیر از نقطه هر در متحرک جسم یک حرکت مطالعه داشت، مماس دانستن به نیاز که دیگری مسئله
آن در مسیر به مماس جهت حرکت، مسیر از نقطه هر در متحرک جسم یک حرکت بررسی برای بود. حرکت
در می شود. بیان هندسه در که است مفهومی از گسترده تر بسیار مماس خط مفهوم لذا، است. نیاز مورد نقطه
و است، واقع آن طرف یک در منحنی و داشته تماس منحنی با که است خطی مماس خط مخروطی، مقاطع
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قرن در که پیچیده ای منحنی های از بسیاری برای اما می گرفت، قرار استفاده مورد یونانیان توسط تعریف این
دایره به مماس خط چگونه که می دانستند یونانیان بود. ناکافی تعریف این می گرفت، قرار استفاده مورد هفدهم
و دیفرانسیل حساب در می گرفتند. نظر در شعاع دایره را بر خطی عمود منظور این برای به دست آورند، را
به دست آورد. مشتق محاسبه با را دلخواه منحنی هر بر مماس خط می توان چگونه که می شود داده نشان انتگرال،

توپ، گلوله شلیک در بود. توابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر یافتن هفدهم، قرن ریاضیات در سوم مسئله
آن در کاربردی مسایل از یکی دارد. قرار زمین روی توپ که است زاویه ای به وابسته طی شده افقی فاصله
ماکزیمم برد توانست گالیله هفدهم، قرن اوایل در دهد. نتیجه را برد ماکزیمم که بود شلیکی زاویه یافتن زمان،
زاویه های در پرتابه ها برای ماکزیمم ارتفاع توانست همچنین او کند. تعیین ۴۵◦ آتش زاویه برای را خلأ در
مینیمم و ماکزیمم تعیین بر مبتنی نیز سیارات حرکت مطالعه به دست آورد. را افق سطح به نسبت مختلف

بود. زمان آن در مطرح شده مسایل جزء خورشید از سیاره یک فاصله نزدیک ترین و دورترین یافتن است،

یک توسط طی شده مسافت مانند منحنی یک طول یافتن قرن، این در دانشمندان نظر مورد چهارم مسئله
محدودشده حجم های تعیین منحنی ها، توسط محصورشده مساحت های یافتن مشخص، زمانی دوره در سیاره
جسم به جسم یک از وارده جاذبه نیروی و جسم ها ثقل) و (جرم گرانش مراکز به دست آوردن رویه ها، توسط
حجم ها و مساحت ها محاسبه برای را اشباع روش نام با روشی ارشمیدس میلاد، از پیش قرن سه در بود. دیگر
روش های حجم ها و مساحت ها محاسبه برای یونانی ریاضیدانان که واقعیت این علی رغم بود. نموده ابداع
جواب های به اغلب و بودند کمتری عمومیت دارای روش ها این می دادند، قرار استفاده مورد را ساده ای نسبتاً
ارشمیدس اشباع روش های به توجه با جرم مرکز و حجم مساحت، طول، یافتن به علاقه نمی شدند. منجر عددی
حساب کشف با سپس و تدریجی صورتی به ابتدا در ارشمیدس اشباع روش گرفت. قرار بازبینی مورد مجدداً
جلد در حجم ها و مساحت ها محاسبه برای اشباع روش از یافت. تغییر بیشتری شدت با انتگرال و دیفرانسیل

کرد. خواهیم استفاده کتاب دوم

بزرگی ریاضیدانان دیگر و لایب نیتز و نیوتن فوق العاده و مهم بسیار کشف با آشنایی کتاب این در ما تلاش
جلد از پنجم فصل در شدند. علم دنیای در عظیم تحولی باعث و کردند دنبال را آنها ارائه شده مطالب که است
است، ساده بسیار مشتق، یعنی انتگرال و دیفرانسیل حساب بنیادی و پایه ای مفهوم که دید خواهید کتاب اول
که شد خواهید متوجه آن، بر علاوه یابند. دست آن به دانشمندان که کشید طول سال هزار دو از بیش گرچه

کرد. حل انتگرال و دیفرانسیل حساب ایده های با می توان را مسایل از بسیاری

قرن اواخر به حقیقی اعداد اصولی توسیع تاریخچه می شویم. آشنا حقیقی اعداد با ابتدا اول، جلد در
طور به که بودند ریاضیدانانی کانتور و ددکیند وایراشتراوس، نوزدهم قرن هفتاد دهه از بعد برمی گردد. نوزدهم

شدند. ریاضیات پیشرفت مسیر در عظیم تحولی باعث و کردند معرفی را حقیقی اعداد ساختار مستقل

فرما است. دکارت رنه و فرما پیر فرانسوی ریاضیدان دو به منسوب مختصات دستگاه اصلی ایده
استفاده با مقاله ای در ١۶٢٩ سال در و محسوب می شد، سرگرمی هایش از یکی ریاضیات که است حقوقدانی
داشت اعتقاد که فیلسوفی دکارت رنه وی از بعد سال هشت و نمود توصیف را منحنی ها و نقاط مختصات، از
تکنیک های اساس بر که خود هندسه کتاب در ١۶٣٧ سال در است، ریاضیات علم در هستی جهان اسرار کلید
اعتبار آنکه با لیکن داشت. مختصات دستگاه به اشاره ای بود، شده نگاشته هندسی مسائل حل برای جبری
معروف دکارتی مختصات دستگاه نام به مختصات دستگاه این اما می رسید، فرما پیر به مختصات دستگاه اولیه

است.

شده اند. آمیخته بهم بسیار خود، تاریخی تکامل طول در انتگرال، و دیفرانسیل حساب و تحلیلی هندسه
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حساب کردن مطرح ما، اصلی هدف می انجامید. دیگری در تغییراتی به موضوع یک در جدید کشفیات
مورد تحلیلی هندسه از مفاهیمی آید، لازم که جا هر کتاب این در منظور، بدین است. انتگرال و دیفرانسیل
لازم که جا هر انتگرال و دیفرانسیل حساب مبانی بهتر درک برای کتاب، این در لذا گرفت. خواهند قرار بحث
به بخشیدن وسعت برای است. گرفته قرار بحث مورد و ارائه نیز تحلیلی هندسه از مقدماتی مفهوم چند بوده
مطالعه این و است لازم تحلیلی هندسه در عمیق تری مطالعه انتگرال، و دیفرانسیل حساب کاربردهای و گستره
دیفرانسیل حساب روش های و برداری روش های از استفاده با چهارم، و سوم جلدهای در و بعدی فصول در

گرفت. خواهد صورت انتگرال و

حساب مباحث شناخت از بعد قطبی مختصات معرفی انتگرال، و دیفرانسیل حساب کتاب های اکثر در
شناخت بر علاوه مختصات، دستگاه ارائه از هدف اما می گردد. مطرح یک متغیر توابع انتگرال و دیفرانسیل
و قطبی مختصات دستگاه لذا و است منحنی ها مطالعه در جدید تفکر نوعی ارائه صفحه، در منحنی ها بهتر
این در انتگرال و دیفرانسیل حساب بحث و کرده ایم مطرح اول جلد در را دستگاه این در منحنی ها نمایش

آورده ایم. کتاب دیگر جلدهای در به مرور را دستگاه

انتگرال و دیفرانسیل حساب در مهمی و کلیدی بسیار نقش می پردازیم، آن به اول جلد در که حد مفهوم
نوزدهم قرن تا اما برمی گردد، قبل سال هزار سه به ریاضیات تاریخ گرچه حال، هر به دارد. مدرن ریاضیات و
و دیفرانسیل حساب مفهوم شد، معرفی کوشی لویی گوستین آ فرانسوی بزرگ ریاضیدان توسط حد مفهوم که
مسئله دو بحث و حل به حد نماد معرفی با ابتدا کتاب، این در بود. نشده درک آن امروزی شکل به انتگرال
دیدن با و رفته آن رسمی تعریف سراغ به حد شهودی درک با سپس می پردازیم. هفدهم قرن در شده معرفی
حد بحث پیوسته توابع یعنی توابع از مهم کلاسی معرفی با توابع، رفتار بررسی و حدود محاسبه برای قضایایی
پیوستگی و حد مفاهیم است، آمده نمودار یک صورت به کتاب ساختار در که گونه همان می بریم. پایان به را

دارند. مباحث تمام در اساسی نقشی

طور به می کنند. دنبال را حل برای ایده یک لحظه ای سرعت و مماس خط زاویه ضریب مسئله دو هر
میزان و (فیزیک) سیم یک جرم چگالی (اقتصاد)، کناره ای سود (بیولوژی)، ارگانیسم یک رشد نرخ مشابه،
مشتق را آن که می باشند اساسی مفهوم و ایده یک دارای تغییرات، نرخ دیگر انواع و (شیمی) غیرحلال ماده

هستند. انتگرال و دیفرانسیل حساب اصلی کلیدهای حد، و تابع مفاهیم همراه به کلمه این می نامیم.

متحرک جسم یک سرعت و نمودارها به مماس خطوط یافتن یعنی مشتق از مهم بسیار کاربرد دو واقع در
مفید وضعیت ها از دیگر بسیاری در مشتق می باشند. حل الگوی یک با مسئله دو مستقیم، مسیر یک روی
مفاهیم از که مشتق از دیگری کاربردهای می کنیم. استفاده بزرگ نمایی تعبیر برای مشتق از نمونه، برای است.
مواجه آنها با روزانه زندگی در که کمیت هایی اکثر می دهیم. شرح مختلف مطالب در را است قوی و مهم بسیار
برای می شوند. مشاهده علمی بررسی های در کمیت ها این مخصوصاً می کنند. تغییر زمان برحسب می شویم
مهندس یک است. چقدر آب در ماده یک بودن ناحلال نرخ که بداند است علاقه مند شیمی دان یک مثال،
زیست شناس یک است. اندازه چه الکتریکی مدار از قسمت یک در جریان تغییر میزان بداند است مایل برق
می توان ترتیب همین به و می کند مطالعه کشت، یک در خاصی باکتری نزول یا صعود نرخ با ارتباط در
وضعیت هایی چنین روی کلی به طور ما مطالعه کرد. ارائه طبیعی علوم حوزه های دیگر از زیادی مثال های

می پذیرد. صورت

یک مثال، عنوان به هستند. توابع مقدار مینیمم و ماکزیمم دنبال به بیشتر اقتصاد و مهندسی علوم، در
آزمایش این رفتید، مارکت سوپر به اگر است. هزینه ها کردن مینیمم و سود کردن ماکزیمم دنبال به معمولا شرکت
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مواد ٣٠٠mm٣ شامل که قوطی هایی همه قطر و ارتفاع کوچک کش خط یک از استفاده با دهید: انجام را
تصادفی موضوع یک دارند یکسان حجم قوطی ها این تمام که این واقعیت کنید. اندازه گیری را هستند غذایی
ساخت هزینه های آن بر علاوه و می کند مینیمم را استفاده شده آهن مثلا که دارند وجود خاصی ابعاد زیرا نیست،
بودن اقتصادی به که اتومبیل هایی از بسیاری یکسان، روشی در می نماید. مینیمم تولیدکننده شرکت برای نیز را
موفقیت از اتومبیل تولیدکننده کمپانی یک که نیست ساده ای موضوع این دارند. یکسانی ظاهر معروف اند،
به کار مواد مقدار که هستند طرحی دنبال به داده شده، حجم یک برای مهندسان اما کند. تقلید دیگر کمپانی های

برسانند. حداقل به را برده شده

که است بهتر اما کرد، صحبت مبسوطی طور به می توان انتگرال و دیفرانسیل حساب مفاهیم با رابطه در
کند فصل هر انتهای در داده شده تمرین های حل در سعی و کرده مطالعه را مطالب شکیبایی و صبر با خواننده
به برسد. خود تخصصی زمینه در علوم دیگر از مناسب تری درک و فهم برای لازم تبحر به چهارم جلد پایان در تا
می شوند، ارائه دوره ابتدای تحصیلی نیمسال دو در که عمومی ریاضی مباحث دقیق یادگیری جهت و خاطر این
مختص دوم و اول جلد دو که است طریقی به مطالب تقسیم بندی و کرده ایم آماده جلد چهار در را حاضر کتاب
مباحث تمام در می باشد. ٢ عمومی ریاضی درس مختص چهارم و سوم جلد دو و ١ عمومی ریاضی درس
دانشجویان برای مطالب اصلی محور است. شده ارائه موضوع هر به خواننده تسلط جهت زیادی مثال های

کنند. استفاده به خوبی کتاب از می توانند نیز دانشجویان دیگر اما است، پایه علوم و مهندسی رشته های

دانشجویان برای مؤلف توسط مختلف دانشگاه های در ٢ ریاضی و ١ ریاضی دروس تدریس تجربه سال ها
گردید باعث دروس، این مصوب سرفصل های گرفتن نظر در با و ریاضی و شیمی فیزیک، مهندسی، رشته های
توابع دیفرانسیل حساب اول جلد در شود. تدوین هم با مرتبط اما مستقل، و مجزا جلد چهار در حاضر کتاب
نیمی معمولا که است شده آورده انتگرال و دیفرانسیل حساب و عمومی ریاضی بحث آغاز برای یک متغیر
ریاضی درس تکمیل و یک متغیر توابع انتگرال حساب دوم جلد و دربرمی گیرد را تحصیلی نیمسال یک از
اختصاص ٢ ریاضی درس از نیمی به چندمتغیر توابع دیفرانسیل حساب عنوان با سوم جلد است. ١ عمومی
اضافه قسمت های می توانند اساتید و است درس مصوب سرفصل از بیشتر حدودی تا مطالب است. یافته
آورده برداری آنالیز و چندمتغیر توابع انتگرال حساب بحث چهارم جلد در نمایند. حذف خود صلاحدید به را
آزاد مطالعۀ برای را آنها می توان و شده آورده درس سرفصل بر اضافه قسمت هایی نیز جلد این در است. شده
از بسیاری مطالعۀ با که چهارم جلد در برداری آنالیز از کاربردهایی مؤلف نظر به گرفت. نظر در دانشجویان
شده جمع آوری رشته ها این برای الکترومغناطیس نظریۀ و سیالات مکانیک مقاومت، مکانیک، تخصصی کتب

شد. خواهد ٢ ریاضی درس عمیق تر یادگیری برای دانشجویان در انگیزه ایجاد باعث است،

طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه پایه علوم و مهندسی دانشجویان از که می داند لازم خود بر مؤلف
خواجه صنعتی دانشگاه ریاضی دانشکده همکاران از نماید. قدردانی و تشکر بوده اند کتاب تألیف در مشوق که
انگیزه ایجاد باعث ٢ و ١ ریاضی دروس در بی دریغ شان زحمات و خود صدر سعه با که طوسی نصیرالدین
در که اناری رزاقیان حمید دکتر و مقدسی محمد دکتر آقایان از سپاسگزارم. شده اند حاضر کتاب تألیف برای
مهندس خانم از همچنین دارم. را تشکر کمال کشیدند زیادی زحمات آن متون ویرایش و کتاب آماده سازی
از نمایم. می تشکر علمی ویرایش و ها مثال حل در گرانبهایشان وقت تخصیص بدلیل مسیحا پروانه سوگند
نیز شدند متذکر را مفیدی بسیار نکات و مطالعه را کتاب دست نویس نسخه های که عبادی مریم السادات خانم
خوانندگان از لذا پوشیده اند، نویسنده چشم از که است داده رخ خطاهایی کتاب نگارش در مطمئناً سپاسگزارم.
و نمایند گاه آ را مؤلف علمی و نگارشی تایپی، از اعم خطاها این مشاهده صورت در که می شود تقاضا کتاب



ه

آقای از پایان در نمایند. ارسال بعد چاپ های در بازبینی جهت masiha@kntu.ac.ir آدرس به را خود نظرات
نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه انتشارات ادارۀ همکاران دیگر و صالحی حسن آقای و علیاری مهدی دکتر

نمایم. می تشکر نمودند فراهم را حاضر کتاب چاپ امکان که طوسی

مسیحا پروانه هاشم سید
١٣٩٧ شهریور



یک متغیر توابع دیفرانسیل حساب و

انتگرال و دیفرانسیل حساب ساختاری نمودار

حد

پیوستگی

اکسترمم وجود قضیه

میانی مقدار قضیه انتگرال پذیری قضیه

بحرانی نقطه قضیه

میانگین مقدار قضیه

انتگرال حساب اساسی قضیه

جاینشانی زنجیره ایقانون قانون

یکنوایی قضیه تیلور فرمول

معین مشتقانتگرال

نامتناهی جزئیسری های مشتق

گرادیانت

جهتی مشتق

خطی انتگرال های اساسی قضیه

خطی انتگرال

گرین قضیه

استوکس قضیه

گاوس قضیه

رویه ای انتگرال

چندگانه انتگرال

مکرر انتگرال

پاددیفرانسیل

توانی سری های



می خوانید کتاب این در آنچه

فصل در منظور، این برای داریم. یک متغیر توابع دیفرانسیل حساب اصولی یادگیری در سعی حاضر، کتاب در
دوم فصل در می کنیم. مطالعه را حقیقی اعداد بر حاکم موضوعه اصول و می شویم آشنا حقیقی اعداد با اول،
مورد را دکارتی صفحه و دید خواهیم را مختصات دستگاه اصلی ایده و رفته تحلیلی هندسه مباحث سراغ به
نقاط بین یک به یک تناظری و داده نمایش آن مختص های توسط را صفحه در نقاط و می دهیم قرار بررسی
نمودارهایی نقاط، نمایش کمک به می نماییم. بیان را حقیقی اعداد مرتب زوج های تمام مجموعه و صفحه
مخروطی مقاطع دکارتی، مختصات مهم کاربردهای از یکی عنوان به و می کنیم رسم صفحه در مطالعات برای
هندسه بین ارتباطی پلی فصل این در می کنیم. متناظر آنها معادلات به را صفحه در خطوط و کرده بررسی را
دارد وجود صفحه در نقط نمایش برای دیگری متفاوت روش های می آوریم. به وجود جبری معادلات و مسطحه

است. قطبی مختصات دستگاه روش ها این از یکی که

و ریاضیات در که فرمول هایی از بسیاری می شود. مطرح تابع اساسی و مهم بسیار مفهوم سوم، فصل در
بررسی را نمودارها از خواصی و گرفته نظر در را توابع نمودار فصل این در هستند. توابع به دست می آیند علوم
توابع جبر بررسی با دید. خواهیم را مثلثاتی توابع نهایتاً و داده قرار مطالعه مورد را توابع انواع سپس می کنیم.

می شوند. مطرح آنها خواص قدم به قدم و رفته پیچیده تر توابع به ساده توابع از آنها ترکیب و

خواهیم شهودی صورت به ابتدا در را انتگرال و دیفرانسیل حساب در حد کلیدی مفهوم چهارم، فصل در
حساب دیگر اساسی مفهوم سراغ به بی نهایت در حد و بی نهایت در حدود و حد قضایای به توجه با و دید
در را قضایا اثبات و حد ریاضی دقیق تعریف فصل، این در می رویم. پیوستگی یعنی انتگرال و دیفرانسیل

آورده ایم. فصل انتهای

به و کرده شروع را بحث ریاضی و فیزیک از حل زمینه یک با مسئله دو کردن مطرح با پنجم فصل
فصل ادامه در رسیده ایم. انتگرال و دیفرانسیل حساب بنیادی مفهوم عنوان به مشتق ساده و مهم بسیار مفهوم
با و دیده را زنجیره ای قانون عنوان با مشتق اساسی قانون و مثلثاتی توابع مشتق مشتق گیری، قوانین پنجم
را دیفرانسیل ها و نموها بحث فصل این انتهای در می شویم. آشنا پارامتری معادلات و ضمنی مشتق گیری

است. آمده آخر بخش در فصل این مهم قضایای اثبات و داریم

میانگین مقدار و رول قضایای و توابع اکسترمم مستقیم الخط، حرکت به ششم فصل مشتق، بحث ادامه در
تکمیل کننده نیوتن روش و اکسترمم کاربردهای از برخی کرده ایم. مطرح را توابع نمودار رسم و یافته اختصاص

آورده ایم. آخر بخش در را فصل این قضایای اثبات می باشند. ششم فصل

دلیل به و شوند آشنا آن خواص برخی و مختلط اعداد با ،١ عمومی ریاضی درس دانشجویان است لازم



یک متغیر توابع دیفرانسیل حساب ح

اول جلد پیوست عنوان به را مبحث این ،١ عمومی ریاضی درس قسمت های دیگر با بحث این بودن ناهمگن
دهند. قرار مطالعه مورد را فصل این درس شروع در می توانند دانشجویان و اساتید و آورده ایم

مثال ها این و است شده آورده درسی مباحث یادگیری برای مثال توجهی قابل تعداد حاضر، کتاب تمام در
ملاحظه کتاب در را مثال ها این می توانند خودکفا صورت به دانشجویان که شده اند کتاب شدن حجیم باعث
است، آمده در تحریر رشته به شیمی و فیزیک مهندسی، دانشجویان برای بیشتر کتاب اینکه به توجه با نمایند.
اثبات با دانشجویان کلیه است لازم مؤلف، نظر به شده اند. جمع آوری فصل هر آخر بخش یک در قضایا اثبات
رشته دانشجویان می شود. توصیه کافی وقت داشتن صورت در آخر بخش به مراجعه و شوند آشنا اصلی قضایای
را اثبات ها می توان محترم مدرسین صلاحدید به اما کنند. برقرار ارتباط و شده آشنا قضایا این با باید ریاضی

نگرفت. نظر در



فهرست

آ پیش گفتار

ز می خوانید کتاب این در آنچه
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٢٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی نهایت در حد و بی نهایت حد ٣ . ۴
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۶٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن روش ٧ . ۶
۶٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکراری تکنیک ٧ . ١ . ۶
۶٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرافیکی تحلیل و تجزیه ٧ . ٢ . ۶
۶٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اثبات با قضیه ها ٨ . ۶
۶١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ٩ . ۶

۶٣۵ مختلط اعداد آ
۶٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوتایی عمل های و مختلط اعداد آ. ١
۶٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موهومی کمیت آ. ٢
۶۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد میدان روی ذاتی توابع آ. ٣
۶۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط صفحه آ. ۴
۶۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی فرم و قطبی فرم آ. ۵
۶٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه ها و توانها آ. ۶
۶٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد ریشه های آ. ۶ . ١
٧٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضیه ها با اثبات آ. ٧
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٧٢٣ منابع

٧٢۵ نمایه



١ فصل

حقیقی اعداد دستگاه

مجموعه ها ١ . ١

از رسمی تعریفی نمی توان ساده تر عبارت به است. ریاضیات در تعریف نشده مفاهیم از یکی مجموعه
که طریق هر به و کرد ارائه قبل، اطلاعات از استفاده با تنها و مجموعه خود گرفتن نظر در بدون مجموعه

می پذیریم. را آن پس کنیم. استفاده مجموعه مفهوم از باید کنیم، بیان مجموعه برای تعریفی بخواهیم

و دلخواه مجموعه ای A کنید فرض می دهیم. نمایش ... ،C ،B ،A بزرگ حروف با را مجموعه ها معمولا
a و دلخواه مجموعه ای A اگر می دهیم. نشان ... ،c ،b ،a کوچک حروف با را آنها که است عناصری شامل
.a ̸∈ A می نویسیم و نیست A از عضوی a گوییم صورت این غیر در a ∈ A می نویسیم باشد، آن از عضوی

باشد، B مجموعه از عضوی ،A مجموعه عضو هر اگر مجموعه اند. دو B و A کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف
می نویسیم و است) A شامل B یا است B در مشمول A (یا است B زیرمجموعه A گوییم

A ⊆ B یا B ⊇ A. (١ . ١)

که داریم توجه می دهیم. نمایش ∅ نماد با و نامیم تهی مجموعه را نباشد عضوی هیچ شامل که مجموعه ای
است. دلخواهی مجموعه هر زیرمجموعه تهی، مجموعه

B و A مجموعه دو دیگر، عبارت به باشند. یکسانی عناصر شامل هرگاه نامیم مساوی را B و A مجموعه دو
A ̸= B و A ⊆ B اگر .A = B می نویسیم حالت این در .B ⊆ A و A ⊆ B که صورتی در مساویند

.A ⫋ B می نویسیم و است B سره) (یا محض زیرمجموعه A گوییم باشد،

استفاده B در A بودن زیرمجموعه بیان برای A ⊆ B نماد از اوقات گاهی نگارش، در سهولت برای
.A ⊂ B می نویسیم باشد B سره زیرمجموعه A اگر می کنیم.

{x : P} نماد از است. عناصر از مجموعه ای یا خانواده برای خاصیتی نشان دهنده P کنید فرض حال
می کنیم. استفاده می کنند، صدق P خاصیت در که x عناصر تمام مجموعه نمایش برای



یک متغیر توابع دیفرانسیل حساب ٢

جبرمجموعه ها ١ . ١ . ١

تمام شامل مجموعه ای ،B و A مجموعه دو اجتماع مجموعه اند. دو B و A کنید فرض .١ . ١ . ٢ تعریف
را B و A مجموعه دو اجتماع می باشند. دو هر به متعلق یا B به متعلق یا A به متعلق یا که است عناصری

داریم و داده نمایش A ∪B با

A ∪B = {x : x ∈ A یا x ∈ B}. (١ . ٢)

تمام شامل مجموعه ای ،B و A مجموعه دو اشتراک مجموعه اند. دو B و A کنید فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
داریم و داده نمایش A ∩B با را آنها اشتراک دارند. تعلق B و A دوی هر به که است عناصری

A ∩B = {x : x ∈ A و x ∈ B}. (١ . ٣)

عناصری تمام مجموعه ،A به نسبت B متمم هستند. دلخواه مجموعه دو B و A کنید فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
مجموعه دو تفاضل را آن و داده نمایش A\B با را A به نسبت B متمم نباشند. B به متعلق که است A از

داریم و نامیم B و A

A \B = {x : x ∈ A و x ̸∈ B}. (۴ . ١)

نمایش U حرف با و نامیم جهانی یا مرجع مجموعه را بحثی هر در عناصر تمام شامل مجموعه ای معمولا
به وضوح باشد، مرجع مجموعه U و دلخواه مجموعه ای A اگر می دهیم.

A ∪ U = U, A ∩ U = A, U \A = {x : x ̸∈ A}. (۵ . ١)

نامیم. A متمم را آن و داده نمایش Ac با را U \A
این اثبات شده اند. آورده ۵ . ١ . ١ قضیه در مجموعه ها روی اشتراک و اجتماع عمل های خواص از برخی

است. دانشجویان عهده به تمرین عنوان به خواص

۵ . ١ . ١ قضیه

.A ∩∅ = ∅ و A ∩A = A ،A ∪∅ = A ،A ∪A = A (آ)

.A ∩B = B ∩A ،A ∪B = B ∪A (ب)

.(A ∩B) ∩ C = (A ∩B) ∩ C ،(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (ج)

،A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (د)
.A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

نامند. توزیع پذیری و شرکت پذیری، جابجایی، خودتوان، خاصیت های به ترتیب را بالا خواص

دمورگان قوانین :۶ . ١ . ١ قضیه
.A∖ (B ∪ C) = (A∖B) ∩ (A∖ C) (آ)

.A∖ (B ∩ C) = (A∖B) ∪ (A∖ C) (ب)

■ شود. رجوع ۶ . ١ بخش در ١ . ۶ . ١ قضیه به برهان.



٣ حقیقی اعداد دستگاه . ١ فصل

می شوند بیان زیر صورت به دمورگان قوانین آن گاه A = U اگر ،(۵ . ١) در روابط به توجه با .١ . ١ . ٧ نتیجه

(B ∪ C)c = Bc ∩ Cc, (B ∩ C)c = Bc ∪ Cc.

A × B با را B و A دکارتی حاصل ضرب ناتهی اند، مجموعه دو B و A کنید فرض .١ . ١ . ٨ تعریف
یعنی .b ∈ B و a ∈ A به طوری که است (a, b) مرتب زوج های تمام مجموعه و داده نمایش

A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}. (۶ . ١)

صورت این در .B = {١, ٢, ٣} و A = {a, b, c, d} کنید فرض .١ مثال

A×B = {(a, ١), (a, ٢), (a, ٣), (b, ١), (b, ٢), (b, ٣),

(c, ١), (c, ٢), (c, ٣), (d, ١), (d, ٢), (d, ٣)} .

B ×A = {(١, a), (١, b), (١, c), (١, d), (٢, a), (٢, b),

(٢, c), (٢, d), (٣, a), (٣, b), (٣, c), (٣, d)} .

.(١, a) ̸∈ A×B اما (١, a) ∈ B ×A که کنید توجه

نیستند. برابر هم با B ×A و A×B لزوماً .١ . ١ . ٩ نتیجه

اعداد دستگاه های ١ . ٢

اواخر به حقیقی اعداد اصولی توسعه تاریخچه می شویم. آشنا حقیقی اعداد با کلی به طور بخش، این در
را حقیقی اعداد ساختار مجزا به طور که ریاضیدانی سه نوزدهم، قرن هفتاد دهه از بعد برمی گردد. نوزدهم قرن

شدند. ریاضیات در عظیم تحولی باعث و بودند کانتور و ددکیند وایراشتراوس، کردند معرفی
،١ طبیعی اعداد برای پئانو، ایتالیایی، ریاضیدان توسط معرفی شده موضوعه اصل پنج بر را خود بحث ما
ریاضیدانان و گذاشت بنیان زیر موضوعه اصل پنج بر را طبیعی اعداد مجموعه پئانو می گذاریم. بنا ... ،٣ ،٢
موضوعه اصول کردند. استفاده حقیقی اعداد نظریه توسعه برای موضوعه اصول این از بالا در معرفی شده

زیرند. شرح به پئانو

است. طبیعی عدد یک ١ .P١
می دهیم. نمایش n+ ١ با که است تالی یک دارای n طبیعی عدد هر .P٢

باشند. مساوی تالی های دارای که صورتی در مساوی اند، طبیعی عدد دو .P٣
است. طبیعی عدد یک تالی طبیعی عدد هر ،١ بجز .P۴

برابر باشد، دارا را خودش در k طبیعی عدد هر تالی و بوده ١ شامل که طبیعی اعداد از زیرمجموعه هر .P۵
است. طبیعی اعداد مجموعه

طبیعی اعداد می کنند. مشخص را {١, ٢, ٣, . . .} طبیعی اعداد مجموعه کاملا اصول این .١ . ٢ . ١ نمادگذاری
پول مقدار دوستان، تعداد کتاب ها، تعداد مثلا می دهیم. انجام را شمارش آنها با و می باشند اعداد ساده ترین

می دهیم. نمایش N حرف با را مجموعه این ببینید. را ١ . ١ شکل ،· · · و

٠ ١ ٢ ٣ ۴−۴ −٣ −٢ −١

١ . ١ شکل
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باقیمانده که n طبیعی عدد و می نامیم زوج را باشد صفر برابر ٢ عدد بر آن تقسیم باقیمانده که n طبیعی عدد
طبیعی اعداد مجموعه و O با را فرد طبیعی اعداد مجموعه گوییم. فرد را باشد یک برابر ٢ عدد بر آن تقسیم

پس می دهیم. نمایش E با را زوج

O = {١, ٣, ۵, · · · } , E = {٢, ۴, ۶, · · · } .

باشد، امکان پذیر آن در تفاضل که می شود تعریف طریقی به N مجموعه کمک به Z صحیح اعداد مجموعه
صورت به معادلات آن در عبارتی، به باشد. بسته تفاضل عمل تحت یعنی

x+ n = m,

طبیعی اند. اعداد n و m آن در که باشند جواب دارای
صورت به معادلاتی اینکه برای یعنی تقسیم، عمل بودن امکان پذیر برای

nx = m,

خارج قسمت های صورت به را Q گویا اعداد مجموعه ،m ∈ Z و n ∈ N که وقتی باشند جواب دارای آن در
ببینید. را ١ . ٢ شکل می کنیم، تعریف صحیح اعداد

١

١
٣

٢
٣

١
۴

٣
۴

١ . ٢ شکل

و ١۶
٢ گویای اعداد کنید توجه هستند. گویا اعداد ٣

۴ ,
−٧
٨ ,

٢١
۵ ,

−١٩
٢ , ١۶

٢ ,
−١٧

١ مانند اعدادی بنابراین
می دهیم. نمایش −١٧ و ٨ صورت به را −١٧

١

نمی کنیم. تقسیم صفر بر را ناصفر عدد هرگز صحیح، اعداد خارج قسمت های در .١ . ٢ . ٢ نکته

از است عبارت Q گویای اعداد مجموعه بنابراین

Q =
{m
n

: m ∈ Z, n ∈ N
}
. (١ . ٧)

هستند. گویا زیر اعداد .٢ مثال

۴۵٢١(و)
٧٣١٢

١٢٧−(ه)
١٠۵

٠(د) =
٠
١

۵−(ج) ٣−(ب)
۴

١(آ)
٢

.r = ٧٢١
١٠٠٠ زیرا است، گویا عددی r = ٠٫٧٢١ عدد .٣ مثال

مثال عنوان به داد. نمایش روش نامتناهی تعداد به می توان را گویا اعداد
١
٢
=

٢
۴
=

۴
٨
=

٣
۶
=

١٢۵
٢۵٠

= · · · .



۵ حقیقی اعداد دستگاه . ١ فصل

١ از بغیر مشترکی عامل دارای n و m آن در که می دهیم نمایش m
n صورت به را گویا عدد یک معمولا اما

می دهیم. نمایش جملات کوچک ترین با را گویا عدد یعنی نباشد.
،Q گویای اعداد در موجود شکاف های پرکردن برای نیستند. گویا که دارند وجود اعدادی که دید می توان
می دهیم قرار .Q ∩ IQ = ∅ پس می دهیم. نمایش IQ با را آن و می گیریم نظر در را گنگ اعداد مجموعه
به وضوح نامیم. حقیقی اعداد را مجموعه این واقعی اند، اعدادی اجتماع این عناصر چون و R = Q ∪ IQ

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R, IQ ⊂ R, Q ∩ IQ = ∅.

می دهد. نمایش را فوق زیرمجموعه های مفهوم ١ . ٣ شکل

A B

C

١

١

x

۴ . ١ شکل

N طبیعی اعداد

Z صحیح اعداد

Q گویا اعداد

R حقیقی اعداد

١ . ٣ شکل

معادله در که هستند x مانند حقیقی اعدادی گویا، اعداد بیان شده، توضیحات به توجه با .١ . ٢ . ٣ تبصره
می دهیم نمایش m

n یا mn−١ صورت به را اعداد این می کنند. صدق m ∈ Z و n ∈ N برای nx = m

پس است. n ̸= ٠ آن در که

N = {١, ٢, ٣, . . .},

Z = {٣±,٢±,١±,٠, . . .},

Q =
{m
n

: m ∈ Z, n ∈ N
}
.

یا گنگ اعداد را آنها دلیل این به و نیستند گویا که دارند وجود اعدادی کردیم، بیان بالا در که همان گونه
به و نباشد گویا که کنیم معرفی را عدد یک حداقل واقعی به طور باید بحث، شدن روشن  برای نامیم. اصم

کنید. توجه زیر مثال به باشیم. نداشته شک نیز آن وجود

قائم الزاویه ای مثلث می توان آن گاه بنامیم، ١ را آن و بگیریم نظر در واحد عنوان به را دلخواهی طول اگر .۴ مثال
مثلث در می نامیم. x را دارد، وجود حتماً که آن، وتر طول است. ١ برابر قائمه زاویه اضلاع طول که ساخت

داریم فیثاغورث رابطه از ،۴ . ١ شکل ،BAC قائم الزاویه

AC
٢
+AB

٢
= BC

٢
.

واقعاً xیی چنین که هستیم مطمئن قائم الزاویه، مثلث ساختار نوع از و x٢ = ٢ یعنی ١٢ + ١٢ = x٢ پس
کنید فرض می کنیم. استفاده خلف فرض از نیست. Q به متعلق x این دهیم نشان است کافی دارد. وجود
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