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  فهرست مطالب
  

  

 

  صفحه  عنوان

   1فصل 

 بردارها و تانسورها
۱  

  ۱  مقدمه ١-١

  ۱  سيستم مختصات  ٢-١

  ۲  جبر بردارها ٣-١

  ۴  ضرب عددي ٤-١

  ۶  حاصلضرب برداري ٥-١

  ۸  حاصلضرب سه بردار ٦-١

  ۸  هاي برداري و عددي  حوضه ٧-١

  ۱۱  علائم انديسي و قرارداد جمع كردن ٨-١

  ۱۴  )دلتاي كرونيكر( ijδعلامت  ٩-١

  ۱۵  تانسور تناوبي ijkεعلامت  ١٠-١

  ۲۱  انتقال محورها ١١-١

  ۲۵  تعريف تانسور كارتزين ١٢-١

  ۲۷  خاصيت تانسورها ١٣-١

  ۳۰  تانسورهاي ايزوتروپيك ١٤-١

  ۳۱  قانون خارج قسمت ١٥-١

  ۳۲  مثال علائم انديسي ١٦-١

  ۳۵  )قضيه انحراف(حجم -انتگرال سطح ١٧-١



  

2فصل   
  

 آنـاليـز تـنش 
۳۷  

  ۳۷  مقدمه ١-٢

  ۳۸  حالت تنش در يك نقطه ٢-٢

  ۴۶  ها هاي كاوشي براي تنش فرمول ٣-٢

  ۵۰  محورهاي اصلي تنش ٤-٢

  ۵۸  هاي برشي و قائم مقادير تنش ٥-٢

  ۶۳  برشي خالصتنش حالت  ٦-٢

  ۶۵  هاي هشت وجهي تنش ٧-٢

  ۷۰  تانسور تنش انحرافي ٨-٢

  ۷۴  مقايسه دو حالت تنش ٩-٢

  ۷۵  ها ر براي تنشهنمايش نموداري مو ١٠-٢

  ۸۶  نمايش هندسي تنش ١١-٢

  ۹۱  روابط تعادل ١٢-٢

  ۹۴  ز تنشيمسائل آنال

  3فصل 
  

 آنـاليـز كرنـش
۱۰۱  

  ۱۰۲  مقدمه ١-٣

  ۱۰۳  حالت كرنش در يك نقطه ٢-٣

  ۱۱۰  شفرمول كاوشي براي كرن ٣-٣



  

  ۱۱۳  هاي اصلي كرنش ٤-٣

  ۱۱۷  هاي هشت وجهي كرنش ٥-٣

  ۱۱۸  تانسور كرنش انحرافي ٦-٣

  ۱۲۱  ها ر براي كرنشهنمايش نمودار مو ٧-٣

  ۱۲۴  تغيير مكان-روابط كرنش ٨-٣

  ۱۳۱  كرنش يسازگارروابط  ۹-٣

  ز کرنشيمسائل آنال

   

  

۱۳۳  

4فصل   
  

كرنش- روابط الاستيك تنش  
۱۳۵  

  ۱۳۵  مقدمه ۱-٤

  ۱۳۹  فرضيات اصولي ٢-٤

  ۱۳۹  نياز به مدلهاي مواد الاستيك ٣-٤

  ۱۴۰  تعاريف ٤-٤

قانون (كرنش الاستيك خطي ايزوتروپيك  -روابط تنش  ۵-٤

  )عمومي هوك

۱۴۳  

  ۱۴۴ كرنش الاستيك خطي-روابط تنش١-٥-٤

  ۱۴۹  كرنش الاستيك خطي در قالب ماتريس-روابط تنش٢-٥-٢

  ۱۵۶  اصل كار مجازي ٦-٤

  ۱۶۲  در مواد الاستيكانرژي چگالي انرژي كرنشي و سازگاري  ٧-٤

كرنش غيرايزوتروپيك، اورتوتروپيك و -روابط تنش ٨-٤

  )گرين(ايزوتروپيك جانبي خطي 

۱۶۷  



  

  ۱۶۸  )ثابت ٢١(مواد غيرايزوتروپيك  ١-٨-٤

  ۱۶۸  )ثابت ٩(مواد ارتوتروپيك  ٢-٨-٤

  ۱۷۰  )تثاب ٥(مواد ايزوتروپيك جانبي  ٣-٨-٤

  ۱۷۳  كرنش الاستيك غيرخطي-روابط تنش ٩-٤

كرنش ايزوتروپيك غيرخطي بر مبناي-روابط تنش١-٩-٤

  Ωو  Wتوابع 

۱۷۳  

كرنش الاستيك غيرخطي با استفاده از-روابط تنش٢-٩-٤

  هاي الاستيك خطي اصلاح مدل

۱۸۴  

بعي ازهاي اعمال شده بر روي شكل تامحدوديت٣-٩-٤

هاي الاستيك غيرخطي براي مستقل از مسير  مدول

  Ωو  w كردن

۱۹۲  

  ۱۹۵  يكتايي، پايداري، نرماليته و تحدب براي مواد الاستيك ١٠-٤

  ۱۹۵ يكتايي١-١٠-٤

  ۱۹۶  فرضيات پايداري٢-١٠-٤

هاي اعمال شده بر فرضيات پايداري ماده محدوديت٣-١٠-٤

  نرماليته و تحدب-ط ساختاري الاستيكدر رواب

۲۰۱  

براي مواد ) هيپوالاستيك(كرنش افزايشي -روابط تنش ١١-٤

  ايزوتروپيك

۲۱۰  

  ۲۱۰  فرمولاسيون كلي١-١١-٤

  ۲۱۳ هامشخصه٢-١١-٤

  ۲۱۴  ل سكانتويك رابطة افزايشي بر اساس مد ١٢-٤

  ۲۲۳  كرنش افزايشي با مدول متغير–هاي تنش مدل ١٣-٤

  ۲۲۳ تشريح مدل١-١٣-٤

  ۲۲۴ بارگذاري مجدد-باربرداري-رفتارهاي بارگذاري٢-١٣-٤

  ۲۲۷  مثال عددي٣-١٣-٤



  

  ۲۳۱ گيرينتيجه٤-١٣-٤

  ۲۳۲  خلاصه ١٤-٤

  ۲۳۶  کرنش-ک تنشيمسائل روابط الاست

  ۲۴۳  مراجع

   5فصل 

  ۲۴۵ الاستيسيته خطي و معيارهاي شكست بتن

  ۲۴۵  مقدمه ١-٥

  ۲۴۶  ي بتنرفتار مكانيك ٥-٢

  ۲۴۶ كليات١-٢-٥

  ۲۴۸ رفتار تك محوري٢-٢-٥

  ۲۵۳ رفتار دو محوري٣-٢-٥

  ۲۵۵ رفتار سه محوري٤-٢-٥

  ۲۵۸  معيارهاي شكست ٣-٥

  ۲۵۹ ثابتهاي تنش١-٣-٥

  ۲۶۷ هاي كرنشثابت٢-٣-٥

  ۲۶۸ مشخصات سطح شكست٣-٣-٥

  ۲۷۲ هاي شكست پيشنهادي براي بتنمدل٤-٣-٥

  ۲۸۳  كلمب با قطع كشش-معيار شكست موهر ٤-٥

  ۲۸۳ تعريف١-٤-٥

  ۲۸۵ هاي شكستشكل٢-٤-٥

  ۲۸۶ رفتار پس از شكست٣-٤-٥

  ۲۸۸ هامزايا و محدوديت٤-٤-٥



  

  ۲۸۸  مدل شكست پنج پارامتري ٥-٥

  ۲۸۹ گون بخش انحرافيتقريب بيضي١-٥-٥

والنهارهاي كششيهاي متوسط در طول نصفتنش۲-٥-٥

  فشاري

۲۹۳  

  ۲۹۴ خواص كلي سطح شكست۳-٥-٥

  ۲۹۵ تعيين پارامترهاي مدل٤-٥-٥

  ۲۹۸ بررسي تجربي٥-٥-٥

  ۲۹۹   هاي شكست الاستيك خطي براي بتن مدل ٦-٥

  ۲۹۹ كليات۱-٦-٥

  ۳۰۰ بتنترك خوردگي بتن و مدلسازي ترك خوردگي٢-٦-٥

  ۳۰۷ كرنش براي بتن ترك نخورده-روابط تنش۳-٦-۵

  ۳۱۲ معيارهاي شكست۴-٦-۵

  ۳۱۵ كرنش براي بتن ترك خورده-روابط تنش٥-٦-٥

  ۳۲۳  اصطلاحات بيشتر براي مدلسازي بتن گسيخته ۷-٥

  ۳۲۴  ضريب خرد شدگي۱-٧-۵

  ۳۲۶ رفتار پس از شكست بتن گسيخته شده۲-٧-۵

  ۳۳۰  )ميلگردها(اثر متقابل بين بتن و فولاد  ۸-٥

  ۳۳۲  هاي محدود د المانمثالهايي از كاربر ۹-٥

  ۳۳۳ الاستيك خطي تيرهاي بتن مسلحشکستتحليل۱-٩-۵

  ۳۳۷  تحليل يك استوانه جدار ضخيم تحت اثر فشار داخلي۲-٩-۵

  ۳۴۳  خلاصه ۱۰-٥

  مراجع

  

  

  

۳۴۶  



  

   6فصل 

هاي هيپوالاستيك بتن الاستيسيته غيرخطي و مدل  
۳۵۳  

  ۳۵۳  مقدمه ١-٦

–تنش مولهاي الاستيك غيرخطيروشهاي عمومي براي فر ٢-٦

  كرنش

۳۵۴  

  ۳۵۵ كرنش نوع كاوشي–تنشيکلفرمول١-٢-٦

  ۳۵۵ )الاستيكرهيپ(كرنش كلي نوع گرين–فرمول تنش٢-٢-٦

  ۳۵۸ كرنش افزايشي نوع هيپوالاستيك–فرمول تنش٣-٢-٦

هاي تنش و كرنش كل بر اساس تجزيه مدول سكانتي  لمد ٣-٦

“Gs , Ks” 

۳۶۰  

  ۳۶۰ تكليا١-٣-٦

           ها وبر اساس تنش Ksو Gsهاي سكانتيمدول٢-٣-٦

  هاي هشت وجهي كرنش

۳۶۲  

  ۳۶۵ روابط تنش و كرنش افزايشي٣-٣-٦

  ۳۷۱  خلاصه و نتايج  ٤-٣-٦

و  Ksهاي سكانت  كرنش بر اساس مدول–مدل كمي تنش ٤-٦ 

Gs 

۳۷۳  

  ۳۷۳ تابع صحيح١-٤-٦

  ۳۷۴ كرنش–فرمول رابطه تنش٢-٤-٦

و  Esسكانت  يهاكرنش بر اساس مدول –مدل نهايي تنش ٥-٦ 

υs رفتار (با در نظر گرفتن رفتار نرم شدگي رمزدوج يغ

  )خميري

۳۷۶  

  ۳۷۶ كليات١-٥-٦

  ۳۷۶ شاخص غيرخطي٢-٥-٦



  

  Es ۳۷۹مدول سكانت يانگ، ٣-٥-٦

  υs( ۳۸۲(سكانتپواسونبيضر٤-٥-٦

  ۳۸۴ گيرينتيجه٥-٥-٦

  ۳۸۵  کاوشي وادكرنش براي م–تنش يکلي ها مدل ٦-٦

  ۳۸۶ درجه دومنوعكرنش كلي از–روابط تنش١-٦-٦

مدل ساختاري سكانت براي بتن تحت اثر بارهاي٢-٦-٦

  فشاري يكنواخت

۳۸۸  

كرنش براي مصالح الاستيك –هاي افزايشي تنش مدل ٧-٦

  خطي ايزوتروپيك

۳۹۰  

  Et(  ۳۹۱(ير مماسيهاي ايزوتروپيك با يك مدول متغمدل١-٧-٦

  Gt  ۳۹۳و Ktهاي ايزوتروپيك در مدول متغير مماسيمدل٢-٧-٦

)تعيين مدولهاي مماسي تعميم يافته٣-٧-٦ )octtK σو

( )octtG τ 

۳۹۵  

مدل ارتوتروپيك افزايشي دو محوره براي بارگذاري  ٨-٦

  يكنواخت

۴۰۰  

  ۴۰۰ دو محوريكرنش–هاي تنشحنينم١-٨-٦

  ۴۰۳ كرنش ارتوتروپيك افزايشي–روابط تنش٢-٨-٦

  ۴۰۶  مدل اورتوتروپيك افزايشي براي بارگذاري سيكلي ٩-٦

  ۴۰۶ مقدمه١-٩-٦

  ۴۰۷ فرم روابط ساختاري افزايشي٢-٩-٦

  ۴۰۸ كرنش تك محوري معادل٣-٩-٦

  ۴۱۰  هايي از كاربردهاي روش اجزا محدود مثال ۶-۱۰

  ۴۱۰ دهيش تنيپيمخزن تحت فشار بتنليز يكآنا۱۰-۱-٦

و آناليز يك پانل برشي بتن مسلح تحت بار يكنواخت۱۰-۲-٦

  يکليس

۴۱۳  



  

  ۴۱۶ نديرون کشيبآناليز يك آزمايش۱۰-۳-٦

  ۴۲۳ مراجع

 



 

 

 

 

 مقدمه

 

 :د ارضاء شونديل بايک جامدات در هر لحظه از زمان معادلات ذيک مسئله مکانيدر حل 

 ا حرکتيمعادلات تعادل  -۱

 ر مکانهايي کرنش ها و تغيا سازگاري يط هندسيشرا -۲

 کرنش-ا روابط تنشي مواد ين ساختاريقوان -۳

 وارد بـر    يروهـا ي ن  و ي حجم ـ يروهـا يک جسـم بـا ن     ياخل  دا حرکت تنش ها در      يدگاه تعادل   ياز د 

 تعادل وجود دارد که با شش مؤلفة تانسـور تـنش            ةسه معادل . د با هم مرتبط شوند    يسطح آن جسم با   

ر يي ـن معـادلات شـامل کـرنش هـا و تغ          ي ـ ا يدر مسائل خط  . وسته باهم مرتبط اند   يط پ يک مح ي يبرا

در مسـائل   . رنـد  وجود دا  ي سازگار ين مؤلفه ها  ي اغلب ا  يرخطي شوند اما در مسائل غ     يها نم  مکان

       هـا  ر مکـان  يي ـن شـده و شـامل مشـتق دوم تغ         يگزي معادلات تعادل با معادلات حرکت جـا       يکيناميد

 .ا دستگاه معادلات استين مجموعه ين اوليا.  شونديم

 آن مرتبط يها رمکانيي داخل جسم را با تغي توان کرنش هاي، م يکينماتيا س ي يط سازگار ياز شرا 

 وجود دارد کـه شـش مؤلفـة تانسـور کـرنش را در قالـب سـه مؤلفـة                     يکياتنميشش معادلة س  . نمود

ن دسـتگاه   ي نامنـد و دوم ـ    يرمکان م ييتغ-ن معادلات را روابط کرنش    يا.  کنند يف م يرمکان تعر ييتغ

 . دهنديل ميمعادلات را تشک

               ک جسـم   ي ـ ل دهنـدة  يک مسـتقل از مـواد تشـک       ينماتيطبعاً هـر دو معـادلات تعـادل و معـادلات س ـ           

 ي شود که به آنهـا معـادلات سـاختار         يف م ي تعر ياثرات مواد در دستگاه معادلات سوم     .  باشند يم

ن معـادلات   ي ـاگـر ا  .  کننـد  يف م ـ ي ـن تنش ها و کرنش ها را تعر       ين معادلات روابط ب   يا. ندي گو يم

 .ن هوک معروفندي باشند بعنوان قوانيخط

رمکان با سـه معادلـة تعـادل، شـش معادلـة            ييشش مؤلفة تنش، شش مؤلفة کرنش و سه مؤلفة تغ         ن  يا

ت مجهول از پـانزده     ين پانزده کم  يا.  شوند يگر مرتبط م  يکدي با   يک و شش معادلة ساختار    ينماتيس

 . شوندين مييمعادلة فوق الاشاره تع

 ين، چـوب، خـاک و سـنگ دارا   ر فولاد، بـت   ي نظ ي دانند مواد  ين عمران م  يهمانطورکه همة مهندس  

ن مـواد   ي ـ ا يقـت رفتـار واقع ـ    ي باشند و در حق    ي نم ي در همة محدودة بارگذار    يک خط يرفتار الاست 

د ي ـ مختلـف با   ي کاربردهـا  يلـذا بـرا   .  دارنـد  يط مختلـف رفتـار متفـاوت      يده بوده و تحت شـرا     يچيپ



 

     را ي واحـد ياض ـيچ مـدل ر   يه ـ.  را بوجـود آورد    ي مناسـب  ياضي را در نظر گرفت تا مدل ر       ياتيفرض

 مـواد   ي رفتـار  يک از مـدلها   ي ـهر. ده آنهـا بدسـت آورد     ي ـچين رفتـار پ   ي ـف ا ي ـ تعر ي توان بـرا   ينم

 مثـال  يبـرا . ردي ـ گيده م ـي ـت تـر را ند ي کم اهمي است که پارامترها  يني مع يده ها يرنده پد يدربرگ

 يرگذار سازه و خاک تحت بايف رفتار کلي تعريک براي سازه و ژئوتکن  يقانون هوک در مهندس   

خـاک  -ا اندرکنش سازه  يک سازه   ي  تواند رفتار  ي شود، اما نم   ي استفاده م  يعيکوتاه مدت بطور وس   

ن سـطح از  ي ـک در اي پلاسـت  يهـا  رشـکل ييرا تغ ي ـد ز ي ـ نما ين ـيش ب ي پ ـ يط مقاومـت نهـائ    يرا در شرا  

 . برخـوردار اسـت    يت کمتر يک از اهم  ي الاست يها رشکلييکه تغ ي شود در حال   ي حاکم م  يبارگذار

 ارشد و دکترا در يک و مواد در سطح کارشناسي ژئوتکن  و  سازه ي تواند در مهندس   يب حاضر م  کتا

 .رديک مواد مورد استفاده قرار گي عمران و مکانيمهندس



 

 

 

 

 پيشگفتار

 

 در  ۱۳۷۵كتاب حاضر عمدتاً ترجمه اي است از كتاب چن كـه چهـار فصـل اول آن از سـال                     

درس تئوري الاستيسيته و پلاستيسيته براي دوره كارشناسي ارشد سازه و سازه هاي هيـدروليكي در                

قبـل از آن مراجـع      . دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي توسـط اينجانـب تـدريس مـي شـود              

مزيت اين كتـاب بحـث   . گري كه عمدتاً بر مبناي روش كلاسيك تيموشنكو بود استفاده مي شد     دي

خطي و غيرخطي بدون استفاده از فرمولهاي زياد و افـزون  ةتئوري الاستيسيته بطور كامل در محدود     

بر اطلاعات معمول مهندسي سازه در رياضيات بوده و همچنين ايجـاد زمينـه و زيربنـاي لازم بـراي                    

 الاسـتيك غيرخطـي و تئوريهـاي        محـدودة تئوري و رفتار بـتن در       . برد اجزاي محدود مي باشد    كار

نتايج تحقيقات و مدلهاي ساختاري مربوط به فـولاد         . شكست اين مصالح به تفصيل ارائه شده است       

جديـد  بخشي از هدف ايـن كتـاب بحـث روش هـاي             . تا سالهاي اخير نيز گزارش شده است      و بتن   

مدلهاي ساختاري مهندسي مواد بر پايه تئوري الاستيسيته و بخش ديگر بر ارائه تكنيك هاي آسـان                 

و فشرده مدلسازي رياضي براي رفتار مواد در آناليز اجزامحدود براي مهندسين عمران بطور عـام و                 

 .مهندسين سازه و مواد بطور خاص مي باشد

كه در تهيه اين كتاب نقش داشـته انـد سپاسـگزاري            برخود لازم مي دانم از كليه دانشجوياني        

از اين ميان از تلاشهاي آقايان مهندس علي مشيري و مهندس حامد زنگانه در بازخواني مـتن         . نمايم

 . ها كمال تشكر و قدرداني را دارم ها و تهيه شكل و فرمول

        اسـتقبال از هرگونه تـذكر يـا پيشـنهاد در جهـت رفـع نـواقص و اشـتباهات موجـود صـميمانه                       

ــ ــوديمــــ ــنل     .  شــــ ــه پرســــ ــئولين و كليــــ ــات مســــ ــين از زحمــــ ــارات                           همچنــــ انتشــــ

 .دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي سپاسگزاري نمايم

 

 محمود يحيائي

 ۱۳۸۴پاييز 



 

  

  

  

  

  

 
 
 
 

  ١فصل 

 بردارها و تانسورها
  مقدمه 1-1

استفاده از علائم بـرداري و تانسـوري در ادبيـات جـاري زمانيكـه صـحبت از تـنش، كـرنش و         

بنابراين اطلاعات اوليـه و پايـه از ايـن علائـم بـراي      . شود، بسيار مرسوم است معادلات ساختاري مي

برتـري و حسـن چنـين علائمـي بـر      . اسـت  نمايش خواص واقعي و درست مصالح بكار رفتـه، لازم 

شـود و بجـاي    شكل بسط يافته فرمولها در آن است كه فرمولها بصورت كوتاه و خلاصه نوشته مـي 

  .آنكه توجه و وقت صرف نوشتن فرمولها شود به اصول و مباني فيزيكي روابط توجه خواهد شد

در تنش و كرنش و روابـط آنهـا    آيد صرفاً به كاربرد بردارها و تانسورها مطالبي كه در ذيل مي

  . شود در محدودة خطي و غيرخطي، محدود مي

  سيستم مختصات  1-2
در فضـاي سـه بعـدي سيسـتم     . كنـيم  در حال حاضر ما خود را به سيستم كـارتزين محـدود مـي   

بـراي  . شوند نشان داده مي -z-,y-,xمحورهاي مختصات كارتزين بصورت سه محور عمود بر هم 

  .نشان داد -x3, x2-, x1توان بصورت  را مي ساده كردن آنها

نشان داده شده است با استفاده از قـانون دسـت راسـت محورهـاي      )١-١(همچنان كه در شكل 

x2-  وx3- گيرند و محور  در داخل صفحة كاغذ قرار ميx1- شود بسمت خواننده رسم مي .  
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  علامت پيچ دست راست 1- 1شكل 

انگشت وسط بطرف بيننـده، شسـت بطـرف    : تند كه بترتيبدر اين علامت، محورها موازي هس

  . باشند راست و انگشت سبابه بطرف بالا مي

اگـر مـا يـك پـيچ راسـت گـرد را در نظـر        . نشان داده شده اسـت ) ۱-۱(جهت مثبت در شكل 

حركـت  .  x3يك حركـت مثبـت اسـت حـول محـور       x2بطرف محور  x1بگيريم، چرخش محور 

  . پذير است امكان ٣و  ٢، ١هاي  اي انديس اب دورهمشابه در جهت مثبت با انتخ

را بطرف  -x3اگر محور . نامند را سيستم مختصات دست راست مي )١-١(به همين دليل شكل 

توجـه شـود كـه دو سيسـتم     . گوينـد  پائين علامت بگذاريم به آن سيستم مختصات دست چـپ مـي  

چرخاند تا محورهاي آنهـا بـر روي   توان  باشند را مي مختصات راست گرد كه داراي يك مركز مي

در ايـن  . اين قانون براي دو سيستم مختصـات چـپ گـرد نيـز صـادق اسـت      . يكديگر منطبق گردند

  . دست راست استفاده خواهيم نمود) قانون(كتاب ما از سيستم 

  جبر بردارها  1-3
يك بردار كميتي است كه داراي بزرگي و جهت است برخلاف يك عـدد كـه فقـط بزرگـي     

معمـولاً بـردار را بـا يـك پيكـان      . به عنوان مثال سرعت يك بردار اسـت و درجـه يـك عـدد    . ددار

  . شود دهند كه در جهت يك بردار كه طولش متناسب با بزرگي آن است، رسم مي نمايش مي

. انـد  در امتداد سه محور عمـود بـر هـم رسـم شـده      )٢-١(در شكل  e3, e2, e1بردارهاي يكه 

باشـد و در   مـي ) كه از مركـز انـدازه گرفتـه شـده اسـت     (ال داراي طول واحد ، براي مثe1برداريكه 

  .است -x3و  -x2 رالزاماً عمود بر محو e1بنابراين . قرار دارد -x1امتداد محور 



  3  تئوري الاستيسيته

  

  

  موقعيت و بردارهاي يكه در محورهاي مختصات كارتزين 2-1شكل 

123در فضا با مختصات  Pاي دلخواه مانند  نقطه ννν نشـان   Vيـا   OPتوان با بردار  را مي ,,

  :دانست بنابراين V3, V2, V1ممكن است بصورت تركيبي از بردارهاي  Vبردار . داد

)١-١(                                                                                                     V=V1+V2+V3  
  :و يا در قالب بردارهاي يكه

)٢-١(                                                                                           332211 eeeV ννν ++=  

123كه در اين رابطه  ννν تـوان بصـورت سـاده و     رابطه بالا را مـي . باشند مقادير عددي مي ,,

  : خلاصه زير نوشت

)٣-١(                                                                                                       ( )321 ννν ,,=V  

  .ترتيب ضرايب عددي در شكل فوق بوضوح از اهميت زيادي برخوردار است

در مختصات كارتزين  Pبا نقطة  Vاين موضوع از تشابه بسيار نزديك علامت بردار 

  . اك استقابل ادر

هـاي فـوق    پس از تجزيـه بـه مؤلفـه    Vو يا برعكس بردار  Vهاي  مؤلفه V3, V2, V1معمولاً 

قابـل درك اسـت و لازم نيسـت كـه       شـود معمـولاً   اي كه بردار بر آن وارد مي نقطه. شود تبديل مي

بطور اتفاقي بر مركـز مختصـات    Vبردار  )٢-١(در شكل . بطور جداگانه تعريف و يا مشخص شود

  .وارد شود

. هاي آنها تك تك با يكديگر برابـر باشـند   باشند كه مؤلفه زماني مساوي مي Uو  Vبردارهاي 

  :  به عبارت ديگر شرط برابري دو بردار بصورت زير است

)٤-١(                                                                       332211 uuu === ννν ,  
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  :صهو يا بطور خلا

)٥-١(                                                                                               321 ,,, == iuiiν  

  :شود در كل برابري با رابطه زير نشان داده مي

)٦-١(                                                                                                                        ii u=ν  

اگـر  . چون انديس، مشخص نشده است، رابطه بايد براي تمام مقادير ممكن انديس صادق باشد

روي همـان   گردد كه با بردار جديدي تعريف مي Vαضرب شود،  αدر يك عدد مثل  Vبردار 

منفـي باشـد جهـت     αاگر . برابر شده است αبردار منطبق و در همان جهت است، اما بزرگي آن 

  . شود بردار عوض مي

نشان  )٣-١(شود كه در شكل  بر طبق قانون متوازي الاضلاع تعريف مي U و Vجمع دو بردار 

  . داده شده است

  

  جمع بردار 3- 1شكل 

و يا تفريق آنها بدينگونه است كـه عمليـات جمـع و يـا تفريـق بـر روي        Vو  Uجمع دو بردار 

  .گيرد هاي آنها انجام مي مؤلفه

333222111             )الف -٧-١( eeeVUW )()()( ννν ±+±+±=±= uuu  

  :ها در قالب مؤلفه

),,(),,(                                                    )ب -٧-١( 332211321 ννν ±±±= uuuwww  

  :در قالب انديسي

)٨-١(                                                                                                             iii uw ν±=  

  ضرب عددي 1-4
در ضـرب  . و ضـرب بـرداري  ) يا داخلـي (بردار وجود دارد، ضرب عددي  يبرادو نوع ضرب 

در ايـن قسـمت بـه ضـرب عـددي      . شـود و در دومـي بـردار در بـردار     د در بردار ضرب مياول عد

  . شود بصورت زير تعريف مي Vو  Uار دضرب عددي دو بر. پردازيم مي



  5  تئوري الاستيسيته

  

)٩-١(                                                                                                 θcos. VUVU =  

كـه   Vو  Uاي و يا زاوية بـين دو بـردار    زاوية صفحه θو  Uمقدار مطلق طول بردار  Uكه 

  .باشد گيري شده است، مي در صفحة آنها اندازه

  

   ضرب عددي بردارها 4- 1شكل 

در جهت بردار را دار ديگر طول تصوير بر ،ضرب داخلي ؛، بردار يكه باشدهابردار از يکياگر 

.θcosباشد،  U=1براي مثال اگر . دهد مي که نشاني VVU  Uدر جهت  Vكه تصوير  =
  . است

اي كـه در امتـداد محورهـاي مختصـات باشـند، بصـورت زيـر         در مواقع استثنائي بردارهاي يكه

  .شوند نوشته مي

        e1.e2=(1)(1) cos 900 = 0   
  

)١٠-١(                                                                                   e1.e1=(1)(1) cos 00 = 1  

  و نيز

)١١-١(                                                                                 V.V=(V)(V) cos 00 = V2  

  : توان از مطالب بالا نتايج زير را بدست آورد باشد مي Vار طول مطلق برد Vاگر 

نتيجتاً اگر ضرب دو بردار صفر باشد . حاصلضرب داخلي دو بردار عمود بر هم صفر است - ١

  . آنها بر يكديگر عموداند

  . توان با ضرب داخلي آن بردار در خودش بدست آورد مجذور طول يك بردار را مي - ٢

تـوان از حاصلضـرب    ري بغيـر از جهـت خـودش را مـي    تصوير يك بردار در جهـت ديگ ـ  - ٣

  . داخلي بردار در يك برداريكه در امتداد مورد نظر بدست آورد

  . حاصلضرب عددي دو بردار ممكن است بصورت زير نوشته شود

  


